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1. Algoritmo de planos cortantes fraccionales de Gom-
mory

Consideremos el problema (P) méax{c’z|Az = b,z € Z"}. Resolveremos la relajacién lineal
de (P) y a partir de dichas soluciones generaremos una desigualdad véalida que separe la
solucion del conjunto factible. Al resolver una relajacién cualquiera llegamos a la siguiente
forma estandar:

max oo + E dijj

jENB
u -~ ~ —
sa Th+ ) cnpluTy < G u=l.m
r > 0

= Si zp € 7Z, entonces la solucién es éptima para el problema original.

» SiJu tal que 2% ¢ Z, entonces separamos x g del poliedro Ax = b a traves del siguiente
corte de Gommory:

Z (C_Luj - LanJ)xj > Qyp — LC_Lqu Gommory Cut

JENB
Proposicion
Sean:
B! : inversa de la base éptima de un problema lineal entero relajado.
g filawude B~
¢ B — |5

Entonces, el corte de Gommory puede escribirse como:

n

ZLqTajjxj > |q"b] Gommory Cut

=1

2. Desigualdades validas fuertes

En general, encontrar una desigualdad valida no es suficiente para fortalecer el problema.
Queremos encontrar aquellas desigualdades que generen la envoltura convexa del poliedro
en las vecindades del 6ptimo. Para ello no existe un procedimiento general por lo que debe
estudiarse para cada tipo de problema. En este curso, sélo veremos el caso de los problemas
tipo 0-1 knapsack.
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2.1. Procedure to lift cover inequalities.

Sea X = {z € {0,1}"| > j—1a;z; < b}. Sea €' una cobertura minima de Xy N\C =
{j1,J2,---» Jr} €l conjunto de indices que no pertenecen a la cobertura.

s T=1: INICIALIZACION
Tenemos la desigualdad >, x; < |C] — 1.

= T=T: ITERACION GENERICA

Tenemos la desigualdad 377 o 25, + > jecj < |C] — 1. Para encontrar aj, que

L t—1
agregar a la restriccion ay,xj, + > - ;x5 + Yo ; < [C| — 1 debemos resolver un

knapsack-problem auxiliar:
t—1
(¢ = max E o, 5, + E zj
i=1 jeC

t—1
s.a )i U, + Zjec a;r; < b—aj
x € {0,1}/CHt1

Entonces, oy, = |C| —1— ¢,

e Sit=r, parar.

e Sit<r, t:=t+ 1, seguir.

3. Problemas

3.1. Problema 1.

Resuelva el siguiente problema de programacién entera:

(P) max z = 31’2 + 41’4

s.aa 4r+ao—4drst+axs < 2 (1)
21’1 — 5173 Z -3 (2)
L1, X2,T3, Ty € {07 1}

Hint: Le puede ser de utilidad preprocesar el problema para evitar tener que incurrir en un
esquema de branch & bound.
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3.1.1. Solucion

En general, para enfrentar este problema debieramos recurrir a un esquema de branch &
bound. Sin embargo, para simplifiar el problema procederemos previamente a realizar un
preprocesamiento:

» (1) = x; < x3. En efecto, para que z; pueda tomar el valor 1 necesariamente la variable
z3 debe tomar el valor 1.

» (2) = x; > x3. En efecto, para que x3 pueda tomar el valor 1 necesariamente la variable
1 debe tomar el valor 1.

De lo anterior, se concluye que x; = x3. Luego el problema puede expresarse como:

(P) max z = 31’2 +4$4

sa  Totwxy < 2 (1)
o < 1 2)
T1,T2,T4 € {071}

Como z; € {0, 1}, es claro que la segunda restriccién es redundante. Luego el problema queda
con una tnica restriccién en la que es facil encontrar la solucién por inspeccion: (0,0,0,2)%.

3.2. Problema 2.

Considere el siguiente problema de programacion entera:

(P) méx z = o1 + 23

s.aa —x1+3r, < 6
311 — X9 S 3
T1,T2 € 7+

1. Plantee y resuelva la relajacién lineal del problema (P), escribiendo explicitamente
el valor de las variables béasicas, no basicas y la matriz basica inversa. ;Es 6ptima la
solucién relajada? ;Cudl es el éptimo del problema (P)?.

2. Encuentre un corte de Gomory que separe la solucién del problema relajado del espacio
de soluciones factibles. Grafique dicho corte en el plano x;zs.

Zen estricto rigor el problema es muy degenerado ya que cualquier tupla de la forma (a, b,0,2) con a,b > 0

es solucién éptima para el problema
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3.2.1. Solucion

1.

La relajacion lineal del problema puede escribirse como:

(PL) méx z = c'x

sa Ar = b
r > 0
CO1:
1 I
e | -1 3 10 [s6
““lo S A‘{?, —101] b‘{3]
0 T4
P
304 =
L [ Bl e B
104 ’
10-@ #
+ W i

10

Al resolver graficamente notamos que el conjunto de variables basicas viene dado por
B = {x1,z2} y por tanto el de las variables no basicas resultan ser NB = {x3,x4}.

Luego la base y su inversa son:

|

3

-1

e

00 |woo [

oo|—0o|w
| I

Con esto, la solucion éptima vienen dadas por:

.Z'B:Bilb: |:

Claramente la solucién del problema relajado no

6
3

Colwoo|—

00|00l

[31-[3]-1

resulta entera y por tanto no es

1,875
2,625

6ptima. La solucién éptima del problema viene dada por (1,2).

Como la solucién del problema relajado no resulta entera, podemos introducir cortes

tomando las variables basicas fraccionarias.
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= Tomemos la variable z; (u = 1).

El corte de Gommory: fiz3xs + fuaxs > fro donde:
fio = a0 — |
15 5 7
T8 ?J "8
fis = a3 — a3
1 1] 1
= 3 _é_ i
fiu = g — |G14]
3 31 3
-8 |8 8

Luego la desigualdad valida de Gommory que corta la solucién fraccional de la
regién factible viene dada por:

1 n 3 S
87 8T8
Para graficar en el plano x7 — 9, escribimos las variabes de holgura en funcién
de x1 y a:
1 3 7
g(6 + 1 — 319) + §(3 — 3z +12) > S
15 — &Tl Z 7
T S 1
30— x
104
10 &
s 0 10 i
= Tomemos la variable zy (u = 2).
El corte de Gommory: fosxs + fosxs > foo donde:

fao = @i — |G1o]
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21 |21 5

8 8| 8
faz = Qo3 — |Gos]

_ 33|23

8 8] 8
foa = Q24 — |Gou]

1|11

= 3 _S_f

Luego la desigualdad valida de Gommory que corta la solucién fraccional de la
region factible viene dada por:

3 . 1 S 5
8§77 8T8
Para graficar en el plano x; — xg, escribimos las variabes de holgura en funcién
de 1 y xa:
3 1 5
§(6+l’1 — 3.1'2) + g(g —31’1 +.’L‘2) > g
21-8xy > 5
) S 2
30 - a—
10 & &+
| l'l:l n 10 i

3. Siestuvieramos trabajando con la version revisada del simplex no tendriamos disponibles
todos los valores de a;

= Tomemos la variable z; (u = 1).

=i, - 1]

8

Sea q; = 3 — L@J
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Luego, la desigualdad viene dada por:

15 B Lqungl—i‘g]T@J@ < LqTfJ§ .
53 5 e (G325 = ([5115 ]
Trs Tt 5t E]™ < 573
{1 QJ {3 3J$<1{6 9J

= Tomemos la variable z5 (u = 2).
Sea =[B!y = [ }
Sea ¢; = (3; — [ B3]

Luego, la desigualdad viene dada por:

Qo |—0olw

BT = B
ERHERIEE J@ - 2[?+ZJ

Problema 2. 0-1 Knapsack strong valid inequalities (Wolsey)
Considere el siguiente conjunto factible para un problema de knapsack:
X = {{0,1}" : 112y + 62y + 625 + Sxy + 515 + 426 + 27 < 19}
1. Encuentre por inspeccién alguna desigualdad de cobertura extendida. ;Que inter-

pretacion puede darle en términos del problema de la mochila?

2. Encuentre por inspeccion alguna desigualdad de cobertura minima. ; Que interpretacion
puede darle en términos del problema de la mochila?

3. Considere la cobertura C' = {3,4,5,6}. Realice un procedimiento de lifting a dicha
desiguadad de cobertura.
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3.2.2. Solucion

1. Una cobertura C', es un conjunto de elementos que no pueden ser puestos simultane-
amente en la mochila. Naturalmente, este conjunto define una desigualdad valida.
Tomemos por ejemplo C' = {2, 3,4,5}. Su desigualdad de cobertura:

$2+$3+$4+£L’5§3

Una desigualda de cobertura extendida es agregar a la desigualdad de cobertura a aque-
llos productos mas pesados que los que componen la cobertura. Para el caso anterio,
la desigualdad de cobertura extendida puede ser escrita como:

T1+ 2o+ ax3+r4+25 <3

2. Un cobertura minima C' es una cobertura a la cual sacando cualquiera de sus elemen-
tos deja de ser cobertura. Una cobertura minima desfine naturalmente desigualdades
validas como por ejemplo:

T1+ To + T3 S 2

T+ x9 + 26 < 2
LL'3+.’L'4+£L'5+.’L'6§3

3. » ITERACION 1: 23
Resolvemos el siguiente problema de optimizacién:

(1 =max x3+ x4 + x5 + T

s.a 6x3+5ry+5rs+4xs < 19—-11 = 8
x3,T4,T5,Te € {071}

Claramente, ¢; = 1 (por ejemplo en los puntos (0,0,0,1) y (0,0,1,0)). Luego el
coeficiente que acompaara a x; viene dado por:

o = |O|_1—C1
= 4-1-1=2.

s ITERACION 2: 25
Resolvemos el siguiente problema de optimizacion:

ngméx 25131+ZE3+IL"4+ZE5+IL"6

s.a 1lxy +6x3+5x4+ 55 +42¢ < 19—-6 = 13
X1,T3,T4,Ts5,Tg € {071}
Claramente, (3 = 2 (por ejemplo en los puntos (2,0,0,0,0) y (0,1,1,0,0)). Luego el
coeficiente que acompaara a xo viene dado por:
a = [Cl=-1-¢
= 4—-1-2=1.
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» ITERACION 3: z7
Resolvemos el siguiente problema de optimizacién:
<3 = max 2561+£C2+£C3+£C4+£C5+£C6

s.a 1lxy + 6x9 + 623+ 524+ 525 +420 < 19—-1 = 18
X1,T2,23,T4,Ts5,Tg € {071}

Claramente, (3 = 3 (por ejemplo en los puntos (0,0,0,1,1,1) y (0,1,1,1,0,0)). Luego
el coeficiente que acompaard a x3 viene dado por:

a3 = |C|—1—<3
= 4-1-3=0.

Finalmente terminamos con una desigualdad valida que corresponde a una faceta
del poliedro factible:

21’1 + 1[L’2 + 1[E3+ 1[L‘4+ 11‘5 + 11‘6 +0]I7 S 3



