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| Unter den Thesen, die fiir die Philosophie Ferdinand Gonseths kennzeich-
nend sind, ist eine solche, die auf den ersten Blick als nicht so spezifisch er-
scheint wie andere, der aber bei ndherem Zusehen besondere Bedeutsamkeit
zukommt. Es ist die Behauptung, dafl wir in der theoretischen Naturbeschrei-
bung nicht zu einer addquaten Darstellung des Wirklichen gelangen, sondern
nur zu einer schematischen Korrespondenz.

Diese Aussage ist zunéchst vielleicht einem Miflverstdndnis ausgesetzt,
und eine genauere Erorterung ihres Inhalts mag nicht iiberfliissig sein. Es
ist gewifl nicht gemeint, dafl jede Art von Darstellung eines Naturgegenstan-
des oder eines Vorganges, die wir durch die theoretische Naturwissenschaft
gewinnen, eine nur schematische Darstellung ist. Tatséchlich verschafft uns
die theoretische Naturerkenntnis vielerlei Méglichkeiten, die Natur gleichsam
fiir uns arbeiten zu lassen, und wir gewinnen auf solche Weise Abbildungen
von hoher Vollkommenheit, die nichts weniger als schematisch sind, z. B. die
Abbildung von Gegenstdnden durch eine gute photographische Aufnahme
oder die Wiedergabe eines Klangvorganges durch eine gut gelungene Radio-
Reproduktion.

Was als schematisch erklart wird, ist die Wiedergabe einer Situation oder
eines Vorganges in einer theoretischen , Beschreibung®“. Hier macht sich das

fThe original articel concluded with the author’s address, reading ,,Paul Bernays,
Jabok-Bodmerstrasse 11, 8002 Ziirich.“



Schematische von vornherein dadurch geltend, dafl die Beschreibung jeweils
einer bestimmten Groflenordnung der Betrachtung angepafit ist. So ist es
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Bereiche des immer Kleineren sukzessive auf neuartige Gegenstéandlichkeiten
und Gesetzlichkeiten gefithrt wird.

Bei dieser Entwicklung hat sich ja der alte Gedanke der Atomistik in im-
posanter Weise bewéhrt, jedoch nicht in dem Sinne, daff mit den Atomen et-
was sozusagen Letztes, Unteilbares, Unverénderliches gefunden worden wére.
Die Betrachtung der Aggregatzustiande fiihrt auf die | Zusammensetzung der
Stoffe aus Molekiilen, diejenige der chemischen Prozesse auf die Zusammen-
setzung der Molekiile aus Atomen, und in der mikrophysikalischen Forschung
erweisen sich die Atome ihrerseits als kompliziert strukturierte, aus noch viel
kleineren Teilen zusammengesetzte Gebilde, Teilen, die unter geniigend star-
ken Einfliissen auch voneinander separiert werden koénnen.

Eine Konsequenz der Entdeckung immer kleinerer Bestandteile der phy-
sikalischen Gegensténdlichkeiten besteht darin, dal die Mehrzahl der Natur-
vorginge als Massenerscheinungen aufzufassen sind und dafl demgeméf vie-
le der gebréuchlichen Gesetzlichkeiten einen Charakter des Schematischen
haben, insofern sie auf der Erklarung von Vorgdngen als Durchschnitts-
Phé&nomenen beruhen.

Ein weiteres Moment des Schematischen in der physikalischen Gesetz-
lichkeit ist, dafl viele zunéchst aufgestellte und in der Erfahrung bewéhrte
Gesetze im Verlauf der Entwicklung der Theorien als blole Ndherungen von
komplizierteren, dafiir aber umfassenderen Gesetzlichkeiten betrachtet wer-
den. So wird ja sogar das Newtonsche Gravitationsgesetz, welches lange als
ein Fundamentalgesetz der Physik angesehen wurde, heute als eine approxi-
mative Folgerung aus der Einsteinschen Gravitationstheorie entnommen.

In allen diesen Féllen bedeutet das Schematische der Darstellung keines-
wegs eine Unvollkommenheit, vielmehr bildet jeweils die Feststellung, dafl
eine gewisse kompliziertere Struktur sich in einer fiir gegebene Zwecke vollig
zulidnglichen Anndherung durch eine gewisse viel einfachere Struktur ersetzen
1a8t, eine zusétzliche Erkenntnis. Die betreffende angenéherte Darstellung
ist auch in Hinsicht auf den gegebenen Bereich der Anwendung durchaus
adéquat; sie ist nur nicht absolut adaquat, d.h. nicht fiir jede Art der An-
wendung adéquat.

Betrachten wir den Sachverhalt noch etwas néher. Die meisten natur-
wissenschaftlichen Untersuchungen beziehen sich nur auf einen abgegrenzten
Raum-Zeit-Bereich, fiir den die Wirkungen der Umgebung als Randbedin-
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gungen gesamthaft, also schematisch, angesetzt werden, oder iiberhaupt ver-
nachléssigt werden konnen. Andererseits sind die kosmologischen Theorien,
welche auf eine mathematisch-phy|sikalische Erfassung der Natur als eines
Ganzen ausgehen, erst recht zu einer starken Schematisierung genétigt. Hier
kann es sich ja nur um Beziehungen in globo handeln.

Eine Art der sozusagen unabsichtlichen Vernachldssigung riithrt davon
her, dafl in jedem Stadium der Forschung nur gewisse Arten von Strukturen,
Prozessen und Abhéngigkeiten wissenschaftlich | bekannt sind. Es konnen ja
fiir die Charakterisierung z. B. eines Zustandes jeweils nur die bekannten
Momente in Betracht gezogen werden.

Ungeachtet aber der ungeheuren Erweiterung, welche die Kenntnisnah-
me der Menschheit von gesetzlichen Strukturen und von verschiedenartigen
Formen der theoretisch faflbaren Zusammenhénge im vorigen und im ge-
genwértigen Jahrhundert erfahren hat, besteht doch kein Anlaf}, anzuneh-
men, dafl wir in dieser Beziehung etwa schon bald zu einem Abschluf3 gelan-
gen.

Der Gesichtspunkt der schematischen Begrenztheit der theoretischen Be-
schreibungen findet insbesondere Anwendung auf den Gedanken des Deter-
minismus, d.h. den Gedanken, dafi das gesamte Naturgeschehen in einem
hinlénglich abgeschlossenen Bereich sich geméfl einer mathematischen Ge-
setzlichkeit, von einem jeden fixierten Momentanzustande aus, in seinem Ver-
laufe eindeutig und erschopfend bestimmt. Hierbei wird auch das organische
Geschehen einbegriffen, sowie auch dasjenige des menschlichen Lebens und
Handelns.

Diese Ansicht beruht auf der Annahme, daf§ das Naturgeschehen in ad-
dquater Weise durch eine Losung eines Systems von Differentialgleichungen
dargestellt werde. Wie man weif3, wird diese Annahme in der heutigen Quan-
tenmechanik fallengelassen; nach dieser Theorie bestimmen sich ja die mikro-
skopischen Vorgénge nicht eindeutig durch Differentialgesetze, diese liefern
vielmehr nur Bestimmungen von Wahrscheinlichkeiten. Doch auch wenn man
geltend macht, dafl diese Art der Undeterminiertheit sich nur auf die mi-
kroskopischen Vorgénge bezieht und daf fiir die makroskopischen Vorgénge
gleichwohl eine deterministische Gesetzlichkeit resultiere, so hat doch jeden-
falls diese Gesetzlichkeit den Charakter des Schematischen, und bereits dieses
Moment des Schematischen bildet ein hinldngliches Gegenargument gegen
einen strikten Determinismus.

Hervorzuheben ist hier, dal die Ablehnung eines strikten Determinismus
keineswegs ein Aufgeben des iiblichen kausalen Denkens bedeutet. Das Prin-
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zip des urséichlichen Forschens, welches besagt, dafl wir bei der Beobachtung
einer Abweichung von einem stationdren Zustand oder von dem normalen
Verlauf eines Prozesses erwarten | konnen, einen erklarenden Umstand fiir
diese Abweichung zu finden, schliefit ja gar nicht den Determinismus in sich.

Ferner auch behilt natiirlich die deterministische Form physikalischer Ge-
setze ihre grundsétzliche Bedeutung fiir die Anwendung der Gesetze zur Ge-
winnung von Voraussagen. Die Ablehnung des Determinismus bezieht sich al-
so berechtigtermafien nur auf den Determinismus in dem | anfangs erwidhnten
Sinne, d. h. den Determinismus als eine extreme philosophische Doktrin.

Diese Doktrin spielt insbesondere eine Rolle bei der viel diskutierten
Streitfrage der menschlichen Willensfreiheit.! Diese Frage kann unter sehr
verschiedenen Gesichtspunkten betrachtet werden. Es kann einerseits, vom
Standpunkt der erfahrungsméafiigen Betrachtung, darauf hingewiesen werden,
daBl gerade bei bedeutsamen Entscheidungen eines Menschen, da wo er sich
in stiarkerer Weise einsetzt, die seelischen Triebkrifte meist so beherrschend
sind, dal von einer Wahl nach Belieben nicht die Rede sein kann. Die Rolle
der Willensentscheidung ist vergleichbar derjenigen der Exekutive in einem
Staate, welcher um so mehr Verfiigung zugestanden werden kann, je weniger
gewichtig die Entscheidungen sind, um die es sich handelt.

Anders ist es, wenn die Willensfreiheit vom Standpunkt des Determinis-
mus bestritten wird. Es wird dann das menschliche Handeln entweder, im Sin-
ne der Psycho-Physik, gemifl der physikalisch-physiologischen Gesetzlichkeit
betrachtet, oder man denkt sich die psychologische Seelenforschung zu einer
solchen Schérfe gebracht, daf§ sie genauer Vorausbestimmungen fahig ist. Daf3
aber die Berufung auf die Prinzipien und Methoden der Psycho-Physik oder
der Psychologie keinen strikten Determinismus in betreff der menschlichen
Willenshandlungen begriinden kann, dessen werden wir uns bewuft, sobald
wir der grundsétzlichen schematischen Begrenzung eingedenk sind, die der
wissenschaftlichen Beschreibung der Zustdnde und Vorgénge eigentiimlich
ist. Nehmen wir z. B. an, daf§ es der Biologie gelinge, die Gen-Struktur und
damit die Erbanlage eines Menschen experimentell zu bestimmen, so kann
doch schwerlich diese Bestimmung von solcher Art sein, daf3 der beobachten-
de Forscher oder der etwa aufnehmende Apparat alle die in der Erbanlage
des betreffenden Menschen enthaltenen Féhigkeiten gewinnt. Mit anderen

1/T Gonseth hat seine Gedanken zu dieser Frage in seiner Schrift Déterminisme et libre
arbitre (vide [?]) dargelegt. (Die Fuinoten 1* bis 3* sind nachtriigliche Hinzufiigungen [to
the reprint in the Abhandlungen)].)
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Worten: die registrierten Daten | konnen schwerlich ein Aquivalent bilden
fiir die Potentialitédten, die in der Erbanlage enthalten sind. Dieses aber wire
doch erforderlich, wenn sich auf Grund der Bestimmung der Erbanlage je-
nes Menschen und anhand der Feststellung der einwirkenden Umsténde seine
Leistungen sollten im einzelnen prognostizieren lassen. |

2.

Bisher haben wir das Schematische nur im Sinne des Einschrdnkenden be-
trachtet, als das blofl schematisch Abstrakte gegeniiber dem reicheren Kon-
kreten und dem Lebendigen. Dieser Aspekt bildet aber nur die eine Seite
des Sachverhaltes, und es wére auch eine unangemessene Auffassung von der
schematischen Korrespondenz im Sinne Gonseths, wenn man sich das Sche-
matische dabei eo ipso als eine Vergroberung déchte. Zu den Schematen, wel-
che die Wissenschaft in ihrer Beschreibung verwendet, gehoren ja insbesonde-
re die geometrischen Figuren, und diese haben eine Art von Vollkommenheit,
welche durch konkrete Gegenstdnde hochstens approximativ erreicht wird.
Ein konkreter rdumlicher Gegenstand kann nur ungefahr, nie ganz genau die
Gestalt einer Kugel haben; ebenso kann eine konkrete Lidnge nur approxi-
mativ die mittlere Proportionale zwischen zwei verschiedenen Langen sein.
Es findet also eine Art Wechselbeziehung zwischen dem Konkreten und den
Schematen statt, insofern einerseits die Schemata das Konkrete im allgemei-
nen nur approximativ darstellen, andererseits die Schemata sich im allgemei-
nen nur approximativ durch konkrete Gegensténde realisieren lassen.

In dieser Wechselbeziechung kommt nun zum Ausdruck, daf§ wir in den
Schematen eine Gegensténdlichkeit sui generis vor uns haben; es ist die Ge-
genstandlichkeit des Mathematischen.

Die Mathematik iiberhaupt 148t sich auffassen als die Lehre von den Sche-
maten nach ihrer inneren Beschaffenheit. Damit erhélt einerseits, auf Grund
des Gedankens der schematischen Korrespondenz, die wesentliche Rolle der
Mathematik fiir die theoretische Naturwissenschaft ihre Wiirdigung, ande-
rerseits wird aber damit auch der grundséatzlichen Verschiedenartigkeit der
mathematischen Gegenstéandlichkeit gegeniiber der Naturgegenstéandlichkeit
Rechnung getragen.

Die mathematische Gegensténdlichkeit geht durch Idealisierungs- und
Abstraktionsprozesse hervor aus der phianomenalen Gegenstiandlichkeit des
Strukturellen.
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| Das Thema der Struktur wurde kiirzlich von Herrn Gonseth im Hinblick
auf den ,,Strukturalismus® behandelt, und zwar in Verbindung mit den me-
thodischen Fragen der Axiomatik und der Formalisierung.? Es sei mir gestat-
tet, zu diesen Themata einige Bemerkungen beizufiigen.

a) Was zunichst die Rolle der Struktur iiberhaupt betrifft, so kann |
doch Struktur als dasjenige angesehen werden, was in der Phdnomenalitéit
zu den Qualitdten hinzukommt. Die gelaufige Gegeniiberstellung von Qua-
litdt und Quantitét ist wohl fiir manche Félle des téglichen Lebens ange-
messen, aber diejenige des Qualitativen und des Strukturellen ist gewifl die
mehr grundsétzliche. Die Beurteilung des Quantitativen kommt hinaus auf
Prozesse des Aneinanderfiigens und auf Beobachtungen wie die des Hinaus-
ragens eines Gegenstandes iiber einen andern; beides hat einen strukturellen
Charakter. Dagegen eine generelle Zuriickfithrung des Strukturellen auf das
Quantitative gelingt schwerlich in phédnomenologischem Sinne, d.h. auf di-
rekt beschreibende Art, sondern hochstens theoretisch, etwa im Geiste eines
Pythagoriismus, gemifl welchem aber auch die qualitativen Unterschiede auf
quantitative zuriickgefiihrt werden.

In der Mathematik haben wir es zumeist nicht mit direkt phdnomenal
gegebenen Strukturen, sondern mit idealisierten Strukturen zu tun, wobei
die Idealisierung in einer Anpassung an die Begrifflichkeit, gewissermaflen
einem Kompromif§ zwischen Anschauung und Begrifflichkeit, besteht.

Anzumerken ist hierzu, daf§ in den Unternehmungen der konstruktiven
Mathematik das Bestreben ist, die Idealisierung moglichst zu beschrénken; in
vollem Mafle gelingt dieses nicht; insbesondere kommt auch die konstruktive
Mathematik nicht ohne die Vorstellung von der unbeschriankten Anwendbar-
keit der arithmetischen Operationen (Summe, Produkt, Potenz usw.) aus.

b) Die mathematische Idealisierung kommt insbesondere zur Geltung
durch die aziomatische Behandlung von Theorien. Wie man weif3; sind zwei
verschiedene Arten der Axiomatik zu unterscheiden. Herr Gonseth bezeichnet
sie in seinem Buch Le probleme du temps® als axiomatisation schématisante
und axiomatisation structurante. Bei der ersten stiitzt man sich auf eine
schon vorhandene Sprache, in der die betrachteten Gegenstéinde und Bezie-
hungen ihre Namen besitzen, und das Moment des Axiomatischen besteht
darin, daBl einerseits diese Sprache im Sinne einer Schematisierung der be-
treffenden Gegensténdlichkeiten verscharft wird und daf§ man ferner gewisse

¥ Vide [?].
3 Vide [?].
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als giiltig angenommene Behauptungen iiber jene Gegensténdlichkeiten als
Ausgangs|punkt fiir logische Beweisfithrungen voranstellt. Bei der zweiten
Art der Axiomatisierung treten die urspriinglichen Gegensténde und Bezie-
hungen nicht mehr | selbstdndig, sondern nur als Glieder einer Gesamtstruk-
tur — sozusagen blof in ihrer grammatischen Rolle — auf, und das Axiomen-
system macht Aussagen iiber diese Gesamtstruktur.

Bei etlichen Axiomensystemen dieser zweiten Art ist eine definitorische
Fassung die gebrauchliche, z. B. bei dem Axiomensystem der Gruppen. Man
sagt etwa: ein Bereich von Dingen, fiir welche eine Zusammensetzung ab = ¢
erklért ist, bildet mit Bezug auf diese Zusammensetzung eine Gruppe, wenn 1.
die Zusammensetzung assoziativ ist und 2. die Zusammensetzung beiderseitig
umkehrbar ist, so daf} fiir beliebige Dinge a, b (aus dem Dingbereich) ein Ding
x in dem Bereich existiert, fiir welches ax = b, sowie auch ein Ding x, fiir
welches za = b ist.

Diese Bedingungen lassen sich auch als ,,Axiome der Gruppe® ausspre-
chen. Ersichtlich ist hier, daf§ wir eine Definition vor uns haben, und zwar
nicht eine implizite, sondern eine ezplizite Definition. Freilich, das durch sie
Definierte ist weder der Bereich der Dinge noch die Zusammensetzung. Diese
beiden treten in der Definition nur implizite auf. Definiert wird, was eine
Gruppe ist, oder genauer, wann ein Bereich von Dingen mit Bezug auf eine
fiir ihn erklarte Operation der Zusammensetzung eine Gruppe bildet.

Gruppen aber gibt es von sehr verschiedener Struktur. Was durch die
Gruppen-Axiome gekennzeichnet wird, ist also nicht eine bestimmte Struk-
tur, sondern eine Gattung von Strukturen. Der Fall eines Axiomensystems,
welches eindeutig eine Struktur kennzeichnet, ist nur ein spezieller. Man
nennt ein solches Axiomensystem, bei dem je zwei Erfiillungen (,,Modelle®)
strukturgleich (,,isomorph*) sind, , kategorisch®.

Andererseits kann ein und dieselbe Gattung von Strukturen im allgemei-
nen durch verschiedene Axiomensysteme definiert werden: welche von den
fiir eine Struktur giiltigen Sétzen man als Axiome nimmt, das ist durch
die Struktur selbst nicht bestimmt; auch die Wahl der Grundpradikate bzw.
Grundoperationen wird durch die Struktur nicht festgelegt: was fiir das eine
Axiomensystem ein Grundpradikat ist, kann fiir ein anderes, welches die glei-
che Strukturgattung definiert, ein (definitorisch) abgeleitetes Pradikat sein.

Auf solche Arten gibt es Beziehungen der Gleichwertigkeit zwischen Axio-
mensystemen. Eine andere methodisch wichtige Beziehung zwischen solchen
ist diejenige, dafl ein Axiomensystem eine Erweiterung eines | anderen bil-
det. Dabei sind zwei verschiedene Moglichkeiten zu unterscheiden: die eine
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ist, daf§ die Grundelemente die gleichen bleiben, aber neue Axiome hinzu-
gefiigt werden; dann wird (im allgemeinen) die | gekennzeichnete Struktur-
gattung eingeschrénkt; die andere besteht darin, daff neue Grundpradikate
oder -operationen hinzugenommen werden nebst auf diese beztiglichen Axio-
men; dann geht man {iber zu einer reicheren Struktur. So ist z. B. das lineare
Kontinuum, wenn es als mit einer Maflbestimmung versehen gedacht wird,
eine reichere Struktur, als wenn es nur als linear geordnete Mannigfaltigkeit
aufgefa3t wird.

c¢) Der Gebrauch von Axiomensystemen erfolgt, ihrer Bestimmung nach,
mittels des logischen Schliefens. Die Methoden der logischen Beweisfiihrung
wurden durch die mathematische Logik analysiert. Das Ergebnis dieser Ana-
lyse ist, daf fiir das Beweisen in den elementaren Theorien die Priadikatenlogik
der ,ersten Stufe“ ausreichend ist, bestehend aus der Aussagenlogik, d.h.
den Regeln betreffend die Aussagenverkniipfungen ,und“, ,oder*,  nicht*,
,wenn-so“, ferner den Regeln fiir die Allform und die Existenzform und den
Regeln der Gleichheit. Das logische Schlieen in diesem Rahmen 148t sich
so genau schematisieren, dafl mit Hilfe von Symbolen fiir die Aussagenver-
kniipfungen sowie fiir ,alle“ und ,es gibt“ die inhaltlichen Beweise in die
kombinierte Anwendung von einigen wenigen schematischen Regeln iibersetzt
werden konnen.

Hiermit ergibt sich eine neue Art von Strukturen: die Strukturen der
formalen Deduktionen. Zwischen den giiltigen Sétzen einer axioma-tischen
Theorie, die sich in dem genannten logischen Rahmen entwickeln 1483t, und
den Satzformeln, die sich nach den Regeln der kalkiilméBig formalisierten
Theorie herleiten lassen, besteht eine vollkommene Entsprechung. Diese Har-
monie zwischen der ,,Semantik“ und der ,,Syntax* der Theorie wird durch den
Godelschen Vollstandigkeitssatz festgestellt, welcher besagt: Dann und nur
dann ist ein Satz der Theorie geméfl den formalen Deduktionsregeln beweis-
bar, wenn er nicht durch ein ,Modell* widerlegt werden kann.

Uber den beschriebenen Rahmen logischer Beweisfithrung werden wir be-
reits iiberall da hinausgefiithrt, wo der Allgemeinbegriff der endlichen Zahl
benutzt wird. Dieses geschieht z. B. — um einige elementare Anwendungsfille
zu nennen — in der Geometrie, wenn Aussagen iiber beliebige Polygone oder
beliebige Polyeder gemacht werden, ferner bei den allgemeinen Sétzen der
formalen Algebra und in der Theorie der endlichen Gruppen. In all diesen
Féllen kommt das SchluB|prinzip der vollstdndigen Induktion zur Verwen-
dung.

Weitergehend als diese zahlentheoretische Erweiterung der Logik der er-

8
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sten Stufe ist die Logik der ,,zweiten Stufe®, in welcher Allgemeinbegriffe wie
diejenigen des (ein- oder mehrstelligen) Priidikates, der | Funktion (Operati-
on, Abbildung, Folge) und der Menge benutzt werden und in der die Regeln
fiir die Allform und die Seinsform mit Bezug auf diese Begriffe angewendet
werden. Zu den SchluBSweisen der Logik der zweiten Stufe gehort auch das
Auswahlprinzip.

Von dieser Logik der zweiten Stufe wird zunéchst in der klassischen Ana-
lysis Gebrauch gemacht, weitergehend in der Mengenlehre und allenthalben
da, wo die mengentheoretische Denkweise Anwendung findet, so insbeson-
dere in der Semantik, d.h. den Untersuchungen, die sich auf die Erfiillung
von Axiomensystemen durch Modelle beziehen. Der Begriff der Erfiillbarkeit
eines Axiomensystems ist bereits ein solcher der Logik der zweiten Stufe,
ebenso derjenige der semantischen Konsequenz (der semantische Folgerungs-
begriff). Man sagt, daf} ein Satz aus einem Axiomensystem (im semantischen
Sinne) folgt, wenn in jedem Modell des Axiomensystems der Satz erfiillt ist.
Auch die Definition des Begriffes , kategorisch* erfordert die Logik der zwei-
ten Stufe.

d) Man hat nun die Logik der zweiten Stufe, d. h. die fiir sie wesentlichen
Begriffe der Menge, der Funktion usw., wiederum der Analyse unterworfen,
und eine Zeitlang konnte es scheinen, daf sich die Logik der zweiten Stufe
auf die der ersten Stufe reduzieren lasse, indem man die Mengen als ma-
thematische Dinge und die Elementbeziehung (,,a ist Element von m*) als
eine axiomatische Grundbeziehung, analog der Inzidenz in der Geometrie,
behandelt.

In der so angelegten Axiomatik Zermelos tritt allerdings eine Axiomen-
Regel (,,das Aussonderungsaxiom*) auf, in welcher, entsprechend wie bei dem
Prinzip der vollstandigen Induktion, von einem beliebigen Pradikat (,,definite
Eigenschaft”) die Rede ist. Es lafit sich aber auch die Verwendung dieses
Pradikatbegriffes axiomatisch prézisieren, so daff man zu einer Axiomatik im
Rahmen der Logik der ersten Stufe gelangt.

In der Tat lassen sich anhand einer solchen Axiomatik die Beweise der
klassischen Analysis und der Cantorschen Mengenlehre durchfiihren und auch
mittels der logischen Symbolik formalisieren. Jedoch eine Harmonie zwi-
schen Syntax und Semantik besteht hier nicht mehr. Durch die axiomati-
sche Prazisierung des Pradikatbegriffes wird dieser Begriff eingeengt. Das
macht sich zwar nicht stérend fiir die bekannten | Beweise der Zahlentheorie,
Analysis und Mengenlehre geltend; diese Beweise lassen sich, wie gesagt, im
Rahmen der Axiomatik fithren; auch ist jeder im Rahmen der Axiomatik be-

9
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weisbare Satz im Sinne der iiblichen (klassischen) Deutung zutreffend. Aber
fiir die Anwendung des Vollstdandigkeitsatzes haben wir jetzt die Komplikati-
on, daBl die Begriffe , Erfiillbarkeit” und ,, Widerlegbarkeit“ einen verschiede-
nen | Sinn haben, je nachdem sie gemaf} der Axiomatik oder vom Standpunkt
der Semantik gebraucht werden.

Ein Modell der axiomatischen Mengenlehre oder allgemein einer zunéchst
im Rahmen der Logik der zweiten Stufe axiomatisierten Theorie, die dann
aber durch axiomatische Beschréankung des Préadikatbegriffs, bzw. des Men-
gen- oder Funktionsbegriffes, auf die Logik der ersten Stufe reduziert wor-
den ist, nennt man ein ,Non-Standard-Modell, wenn sich darin die Be-
schriankung des Pridikatbegriffes (bzw. des Mengen- oder Funktionsbegriffes)
bemerkbar macht, andernfalls nennt man es ein Standard-Modell.

Ein Non-Standard-Modell fiir ein Axiomensystem der Mengenlehre oder
der Analysis von der betrachteten Art erhélt man auf Grund des Lowen-
heimschen Satzes, welcher besagt, daf} ein jedes in der Logik der ersten Stu-
fe formalisierbare Axiomensystem, welches widerspruchsfrei ist, ein Modell
besitzt, dessen Elemente (Individuen) von natiirlichen Zahlen gebildet wer-
den. Ein solches Modell kann gewifl kein Standard-Modell sein, da ja in der
Mengenlehre, sowie schon in der Analysis, der Satz beweisbar ist, dafl die
zahlentheoretischen Funktionen (d.h. Funktionen mit Zahlen-Argumenten
und Zahlen als Werten) — welche hier zu den Individuen gehéren — sich nicht
(durch natiirliche Zahlen) numerieren lassen. Man erhélt also hier ein Modell,
das einem in der Theorie beweisbaren Satz im Sinne einer externen Deutung
widerspricht.

Es will nun scheinen, dafl derartige Schwierigkeiten nur da auftreten, wo
wir es mit {iberabzédhlbaren Mannigfaltigkeiten zu tun haben; tatsachlich fin-
den sich aber solche Schwierigkeiten bereits bei der Zahlentheorie. Auch hier
bewirkt die Beschréankung des Schlufiprinzips der vollstandigen Induktion auf
Aussagen von bestimmter Bildungsweise das Auftreten von Non-Standard-
Modellen. Hier kann wiederum ein inhaltlich giiltiger Satz der Zahlentheo-
rie einem fiir ein Modell (extern) giiltigen Satz widersprechen. Und jeden-
falls enthélt ein Non-Standard-Modell der Zahlentheorie aufler den Zahlen
0,1,2,3... noch unendlich viele Elemente, welche in ihm mit als ,,natiirliche
Zahlen® fungieren.

| Mit diesen Feststellungen ist nun aber doch nicht die Ansicht widerlegt,
daB das Vorhandensein der Non-Standard-Modelle mit dem Uberabzihlba-
ren zu tun hat: zwar ist die Menge der natiirlichen Zahlen abzahlbar, ja
sogar der Prototyp des Abzdhlbaren. Aber die Eigenschaften (Mengen) von

10



A186

64

Zahlen, welche fiir die Anwendung des Prinzips der vollstdndigen Induktion
in Betracht kommen, bilden eine iiberabzéahlbare Gesamtheit.

Ubrigens ist noch zu bemerken, daf sich die zahlentheoretischen Non-
|Standard-Modelle nicht etwa dadurch wegschaffen lassen, dafl man die Zah-
lentheorie in einen weiteren formalisierbaren axiomatischen Rahmen einord-
net. Vielmehr gilt auf Grund der Goédelschen Unvollstéandigkeitssétze, dafl
fiir jedes widerspruchsfreie Axiomensystem der Analysis oder der Mengen-
lehre, welches sich getreu durch einen Formalismus darstellen 148t solche
Non-Standard-Modelle existieren, welche auch schon in Bezug auf die Zah-
lentheorie non-standard sind.

e) Die betrachteten Schwierigkeiten kniipfen sich an die axiomatisierte
Mathematik, und zwar an jene stirkere Art der Axiomatisierung im Rahmen
der Logik der ersten Stufe, welche die Formalisierung erméglicht. Indem man,
nach dem Gedanken von Hilbert, die deduktive Struktur einer formalisierten
Theorie zum Gegenstand nimmt, wird die Theorie gewissermaflen ins Zah-
lentheoretische projiziert. Die so erhaltene zahlentheoretische Struktur ist
im allgemeinen wesentlich verschieden von der durch die Theorie intendier-
ten Struktur, sie kann aber dazu dienen, die Widerspruchsfreiheit der Theorie
von einem Standpunkt zu erkennen, der elementarer ist als die Annahme der
intendierten Struktur.

Hilbert gedachte auf solche Weise einen elementaren Nachweis der Wi-
derspruchsfreiheit der gesamten klassischen Mathematik zu gewinnen und
damit das mathematische Grundlagenproblem ein fiir allemal aus der Welt
zu schaffen.

Dieses Programm mufite in zweierlei Hinsicht revidiert werden. Einerseits
muften die Anspriiche hinsichtlich der Elementaritéit der beweistheoretischen
Uberlegungen herabgesetzt werden. Der von Hilbert ins Auge gefaBte , finite
Standpunkt® erwies sich fiir den Zweck als nicht ausreichend, wobei es sich
zugleich zeigte, dafl dieser Stand|punkt eingeschrénkter ist als derjenige des
Brouwerschen Intuitionismus.?

In Hinsicht auf die Bewertung methodischer Standpunkte nach ihrer Evidenz ist es
angezeigt, dal man sich klarmacht, dafl man nicht in einem einfachen Sinne schlechtweg
von ,.evident“ und ,,nicht-evident“ sprechen kann — selbst wenn wir von den individuellen
Bedingungen der Evidenz absehen. Es gibt ja sowohl Gradabstufungen wie auch verschie-
dene Arten der Evidenz. So kann ein Gewinn an Elementaritit auf Kosten des Grades der
Evidenz erfolgen, wofiir es nicht an Beispielen fehlt. Es ist schwerlich angemessen, irgend-
einen methodischen Standpunkt schlechtweg als denjenigen der mathematischen Evidenz
zu erklaren. Die Moglichkeit der Rechtfertigung der Methoden der klassischen Mathematik
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| Das andere Erfordernis der Revision des Hilbertschen Programmes be-
zieht sich auf die Vorstellung einer definitiven Erledigung der Grundlagen-
fragen der Mathematik. Bisher sind fiir die formalen Systeme der Zahlen-
theorie und fiir Teilsysteme der Analysis Widerspruchsfreiheits-beweise mit
verschiedenen Methoden erbracht worden, die alle im Bereiche dessen liegen,
was die intuitionistische Mathematik anerkennt. Nehmen wir an, daf} es gelin-
ge, in einem geeignet erweiterten Rahmen konstruktiver Mathematik Wider-
spruchsfreiheitsbeweise fiir formale Systeme der klassischen Analysis und fiir
die formalisierte axiomatische Mengenlehre zu fiithren, so wiirde auch damit
noch keineswegs ein Abschluf} erreicht sein. Denn wie schon erwahnt wurde,
geht die Semantik der Mengenlehre {iber die axiomatisch prézisierte Men-
genlehre wesentlich hinaus. Und iiberhaupt 148t sich gewify nicht die gesamte
Mathematik durch eine formal abgegrenzte Theorie erschopfend darstellen.
Die Mathematik als Ganzes — dieses konnen wir aus den Antinomien der
Mengenlehre entnehmen — ist nicht wiederum eine Struktur, d. h. ein mathe-
matischer Gegenstand, noch auch einem solchen isomorph.

Die beweistheoretische Betrachtung kann sich demnach nicht auf die Ma-
thematik iiberhaupt, sondern jeweils nur auf bestimmte abgegrenzte mathe-
matische Theorien erstrecken.

Wenn nun in den beiden genannten Hinsichten die urspriingliche Zielset-
zung der Hilbertschen Beweistheorie der Modifikation bedarf, so hat doch
dieses Unternehmen Hilberts sich als sehr fruchtbar erwiesen. Die beweis-
theoretischen Untersuchungen bilden heute ein ergebnisreiches Feld der ma-
thematischen Forschung. Auch bei diesen Untersuchungen haben wir es mit
idealisierten Strukturen zu tun, wenngleich hier gern vom , Konkreten“ ge-
sprochen wird, um den Unterschied gegeniiber solchen Betrachtungen her-
vorzuheben, die sich in stirkerem Mafle vom Konkreten entfernen. |

f) Es kann hier nicht die Aufgabe sein, die verschiedenen heutigen grundl-
agentheoretischen Unternehmungen zu erértern und zu wiirdigen. Verschiede-
ne von diesen, insbesondere der Brouwersche Intuitionismus, tendieren dahin,
die iibliche Mathematik durch eine eingeschrianktere Methodik zu ersetzen,
welche im Vergleich zur Analysis auf eine striktere Arithmetisierung hinaus-
kommt. Diese Untersuchungen haben ihre Fruchtbarkeit vor allem darin, dafl
in ihnen etliche neue, fiir die Mathematik wertvolle Begriffsbildungen und
Methoden entwickelt werden. Die hier gewonnenen Ergebnisse wird man auch

(im Sinne eines Nachweises ihrer Widerspruchsfreiheit) durch Uberlegungen elementarerer
Art hat natiirlich gleichwohl ihre Bedeutsamkeit.
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dann wiirdigen, wenn man nicht der Meinung ist, daf die {iblichen Methoden
der klassischen Analysis durch andere ersetzt werden sollen. Zuzugeben ist,
daB die klassische Begriindung der Theorie der reellen Zahlen durch | Can-
tor und Dedekind keine restlose Arithmetisierung bildet. Jedoch, es ist sehr
zweifelhaft, ob eine restlose Arithmetisierung der Idee des Kontinuums voll
gerecht werden kann. Die Idee des Kontinuums ist, jedenfalls urspriinglich,
eine geometrische Idee.

Der arithmetisierende Monismus in der Mathematik ist eine willkiirliche
These. Dafl die mathematische Gegensténdlichkeit lediglich aus der Zahlvor-
stellung erwéchst, ist keineswegs erwiesen. Vielmehr lassen sich vermutlich
Begriffe wie diejenigen der stetigen Kurve und der Fléche, die ja insbesonde-
re in der Topologie zur Entfaltung kommen, nicht auf die Zahlvorstellungen
zuriickfiihren. Dem steht nicht entgegen, dal wir natiirlich trachten miissen,
die Zahlvorstellungen moglichst weitgehend fiir das Studium geometrischer
Gebilde fruchtbar zu machen, wie es ja in der Analysis geschieht.

Wenn wir die zuvor dargelegte Auffassung zugrunde legen, wonach die
Mathematik die Wissenschaft von den idealisierten Strukturen ist, so haben
wir damit fiir die Grundlagenforschung der Mathematik eine Haltung, welche
uns vor iibersteigerten Aporien und vor forcierten Konstruktionen bewahrt
und welche auch nicht angefochten wird, wenn die Grundlagenforschung vie-
les Erstaunliche zutage bringt.

Bei dieser Auffassung miissen wir allerdings bereit sein, aufler der Objek-
tivitdt des Naturwirklichen noch Objektivitdt von anderer Art anzuerken-
nen. Fiir die Philosophie Gonseths bietet das keine Schwierigkeit. In dieser
wird von vornherein dem Umstand Rechnung getragen, dafl die Gesamtheit
des uns Gegenstéandlichen in verschiedenartige ,, Horizonte® zerfillt, die ande-
rerseits doch miteinander in Beziehungen treten, Beziehungen wie diejenige
zwischen den konkreten und den idealisierten Strukturen.

Andererseits gibt uns diese Philosophie eine Alternative gegen|iiber der
aprioristischen Ansicht von der Mathematik, fiir welche es ein Paradoxon
ist, da} die mathematischen Sachverhalte erst nach und nach, im Zuge der
Forschung, sich herausstellen und die geeigneten Begriffe auch erst auf diesem
Wege des Fortschreitens gefunden werden, wobei sich immer wieder ganz neue
Konstellationen ergeben.

Die von Gonseth als generelle Methode proklamierte ouverture a 1'expé-
rience ist als Erfordernis nicht auf die Naturforschung beschrénkt, sondern
hat ihre Bedeutung gleichermafien im Felde der geistigen Erfahrung.
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