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Teil 1
Das Wesen der mathematischen
Erkenntnis

326/A17) Wenn wir heute von der Grundlagenkrisis in der Mathematik oder von dem
Streit zwischen ,, Formalismus* und ,, Intuitionismus® lesen und horen, so kann
derjenige, der mit dem Betriebe der mathematischen Wissenschaft nicht ver-
traut ist, auf den Gedanken kommen, als sei diese Wissenschaft von Grund
auf erschiittert. In Wirklichkeit bewegt sich die Mathematik jetzt schon seit
langem in einem dermaflen glatten Fahrwasser, dafl man eher einen Mangel
an stirkeren Sensationen verspiirt, obwohl es an bedeutenden systematischen
Fortschritten und gldnzenden Leistungen durchaus nicht fehlt.

Tatséchlich entspringt die gegenwértige Diskussion iiber die Grundlagen
der Mathematik auch gar nicht einer Notlage der Mathematik selbst. Diese
befindet sich in einem véllig befriedigenden Zustande methodischer Sicher-
heit. Insbesondere ist die Beunruhigung durch die Paradoxien der Mengen-
lehre ldngst iiberwunden, seitdem man erkannt hat, dafl zur Vermeidung der
angetroffenen Widerspriiche solche Beschrankungen ausreichen, welche die
Anspriiche der mathematischen Theorien an die Mengenlehre nicht im ge-
ringsten antasten.
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Die Problematik, die Schwierigkeiten und Meinungsverschiedenheiten be-
ginnen vielmehr erst da, wo man nicht einfach nach den mathematischen
Tatsachen, sondern nach den Erkenntnisgriinden und nach der Abgrenzung
der Mathematik fragt. Diese Fragen philosophischen Charakters haben eine
besondere Dringlichkeit erhalten seit der Wandlung, welche die methodische
Einstellung der Mathematik gegen Ende des 19. Jahrhunderts erfuhr.

Die kennzeichnenden Momente dieser Wandlung sind: das Vordringen des
Mengenbegriffs, mit Hilfe dessen die strenge Begriindung der Infinitesimal-
rechnung gelang, und ferner das Aufkommen der existentialen Axiomatik,
d. h. der Methode der Entwicklung einer mathematischen Disziplin als Lehre
von einem System von Dingen mit bestimmten Verkniipfungen, deren Eigen-
schaften den Inhalt der Axiome bilden. Dazu tritt noch, als Folge der beiden
genannten | Momente, die Herstellung einer engeren Verbindung zwischen
Mathematik und Logik.

| Diese Entwicklung stellte die Philosophie der Mathematik vor eine vollig
neue Situation und vor ganz neue Einsichten und Probleme. Die Diskussion
iiber die Grundlagen der Mathematik ist von da an nicht zur Ruhe gekom-
men. In dem gegenwirtigen Stadium dieser Diskussion steht im Vordergrund
die Auseinandersetzung mit den Schwierigkeiten, welche durch die Rolle des
Unendlichen in der Mathematik verursacht werden.

Das Problem des Unendlichen bildet aber nicht die erste und auch nicht
die allgemeinste Frage, mit der man sich in der Philosophie der Mathematik
auseinanderzusetzen hat. Hier handelt es sich zunéchst darum, {iberhaupt
Klarheit dariiber zu gewinnen, worin das Spezifische der mathematischen
Erkenntnis besteht. Wir wollen uns zuerst mit dieser Frage befassen und uns
dabei — wenn auch nur in groben Ziigen und ohne eine genau chronologische
Anordnung — die Entwicklung der Ansichten in Erinnerung rufen.

1 Die Entwicklung der Auffassungen von der
Mathematik

Die éltere Auffassung von der mathematischen Erkenntnis ging aus von der
Zweiteilung der Mathematik in Arithmetik und Geometrie; fiir sie war die
Mathematik charakterisiert als Lehre von zweierlei bestimmten Sachgebieten,
dem der Zahlen und dem der geometrischen Figuren. Diese Zweiteilung lief3
sich aber schon angesichts des Vordringens der arithmetischen Methode in
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der Geometrie nicht halten. Auch begniigte sich die Geometrie keineswegs
damit, die Eigenschaften von Figuren zu studieren, sondern erweiterte sich
zu einer allgemeinen Theorie der Mannigfaltigkeiten. Die vollig verdnderte
Situation der Geometrie fand einen besonders pragnanten Ausduck in Kleins
Erlanger Programm, welches die verschiedenen Zweige der Geometrie unter
dem Gesichtspunkt einer gruppentheoretischen Aufgabestellung systematisch
zusammenfafte.

Angesichts dieser Sachlage ergab sich die Moglichkeit, die Geometrie in die
Arithmetik einzuordnen, und da die strenge Begriindung der Infinitesimal-
rechnung durch Dedekind, Weierstral und Cantor die allgemeineren Zahlbe-
griffe, wie sie die mathematische Grofenlehre erfordert (rationale Zahl, reelle
Zahl), auf die gewohnlichen (,natiirlichen®) Zahlen 1, 2, ... zuriickfiihrte,
so bildete sich die Auffassung, dafl die natiirlichen Zahlen das wahre Objekt
der Mathematik bilden und dafl die Mathematik eben in der Lehre von den
Zahlen bestehe.

| Diese Auffassung hat viele Anhénger. Fiir sie spricht der Umstand, daf
alle mathematischen Gegenstédnde sich représentieren lassen durch Zahlen
oder Zahlenkombinationen oder durch héhere Mengenbildungen, welche von
der Zahlenreihe aus gewonnen werden. In grundsétzlicher Hinsicht ist aber
die | Charakterisierung der Mathematik als Lehre von den Zahlen schon
darum unbefriedigend, weil dabei offen bleibt, was man denn als das Wesent-
liche an der Zahl betrachtet. Die Frage nach der Natur der mathematischen
Erkenntnis wird hiermit verschoben auf die Frage nach der Natur der Zahlen.

Jedoch erscheint diese Frage den ausgesprochenen Vertretern der Auffas-
sung von der Mathematik als der Wissenschaft von den Zahlen als génzlich
miiffig. Diese gehen von der Einstellung aus, wie sie dem mathematischen
Denken die geldufige ist, dafl ndmlich die Zahlen eine Gattung von Dingen
bilden, die ihrer Art nach uns vollig vertraut sind, dermaflen, dafl eine Ant-
wort auf die Frage nach der Natur der Zahlen nur darin bestehen kénnte,
etwas Bekanntes auf etwas weniger Bekanntes zuriickzufithren. Den Grund
fiir die Sonderstellung der Zahlen erblickt man von diesem Standpunkt aus
darin, dafl die Zahlen einen wesentlichen Bestandteil der Weltordnung ausma-
chen, die uns eben gerade in dem Mafle streng wissenschaftlich verstandlich
ist, wie sie durch das Moment der Zahl beherrscht wird.

Dieser Ansicht, wonach die Zahl etwas ganz Absolutes und Letztes ist,
trat bald, in der schon erwéhnten Epoche der Ausbildung der Mengenlehre
und der Axiomatik, die ganz andere Auffassung entgegen, welche eine be-
sondere, eigentiimliche Art der mathematischen Erkenntnisweise iiberhaupt
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bestreitet und die Behauptung vertritt, dal die Mathematik aus reiner Logik
zu gewinnen sei. Zu dieser Auffassung wurde man naturgem#fl hingefiihrt
einerseits durch die Axiomatik und andererseits auch von der Mengenlehre
aus.

Die neue methodische Wendung in der Axiomatik bestand in der Hervor-
kehrung der Tatsache, daf fiir die Entwicklung einer axiomatischen Theorie
der Erkenntnischarakter ihrer Axiome gleichgiiltig ist. Die strenge Axioma-
tik verlangt, daf§ in den Beweisen keine anderen Erkenntnisse aus dem zu
behandelnden Sachgebiet benutzt werden als die, welche ausdriicklich in den
Axiomen formuliert sind. So ist schon bei Euklid die Axiomatik gemeint,
wenn auch an gewissen Stellen das Programm nicht restlos durchgefiihrt ist.

GeméB dieser Forderung wird durch die Entwicklung einer axiomatischen
Theorie die logische Abhéngigkeit der Lehrsédtze von den Axiomen darge-
tan. Fiir diese logische Abhéingigkeit ist es aber gleichgiiltig, ob die voran-
gestellten Axiome wahre Sétze sind oder nicht; sie stellt einen | rein hy-
pothetischen Zusammenhang dar: wenn es sich so verhélt, wie die Axiome
aussagen, dann gelten die Lehrséitze. Eine solche Loslosung der Deduktion
von der Behauptung der Wahrheit der Ausgangsséiitze ist keineswegs eine
miiffige Spitzfindigkeit. Vielmehr kann eine axiomatische Entwicklung von
Theorien, die ohne Riicksicht auf die Wahrheit der zum Ausgang genomme-
nen Grundsétze erfolgt, fiir unsere wissenschaftliche | Erkenntnis von hohem
Wert sein, indem auf diese Weise einerseits Annahmen, deren Zutreffen zwei-
felhaft ist, durch die systematische Verfolgung ihrer logischen Konsequenzen
einer Priifung an Hand der Tatsachen zugénglich gemacht werden und fer-
ner die Mdglichkeiten der Theorienbildung a priori, nach Gesichtspunkten
der systematischen Einfachheit, gleichsam auf Vorrat durch die Mathematik
erforscht werden konnen. Mit der Entwicklung solcher Theorien iibernimmt
die Mathematik die Rolle derjenigen Disziplin, welche man frither als mathe-
matische Naturphilosophie bezeichnete.

Indem man nun bei einem Axiomensystem von der Wahrheit der Axiome
ganz absieht, wird auch die inhaltliche Auffassung der Grundbegriffe irrele-
vant, und man kommt so dazu, iiberhaupt von allem anschaulichen Inhalt der
Theorie zu abstrahieren. Diese Abstraktion wird noch unterstiitzt durch ein
zweites Moment, das in der neueren Axiomatik, wie sie vor allem in Hilberts
Grundlagen der Geometrie zur Ausbildung gelangte, noch hinzukommt und
welches iiberhaupt fiir die Gestaltung der neueren Mathematik wesentlich
ist, ndmlich die existentiale Fassung der Theorie.

Wiéhrend Euklid sich die zu betrachtenden Figuren immer konstruiert
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denkt, geht die heutige Axiomatik aus von der Vorstellung eines von vornher-
ein festliegenden Systems von Dingen. Man denkt sich z. B. in der Geometrie
die Punkte, Geraden und Ebenen in ihrer Gesamtheit als ein solches System
von Dingen. Innerhalb dieses Systems denkt man die Beziehungen der Inzi-
denz (das Liegen eines Punktes auf einer Geraden bzw. in einer Ebene), des
Zwischenliegens (ein Punkt liegt zwischen zwei andern) und der Kongruenz
als von vornherein bestimmt. Diese Beziehungen konnen nun, ohne Riicksicht
auf ihre anschauliche Bedeutung, rein abstrakt als gewisse Grundpridikate
charakterisiert werden. (Den Terminus , Pradikat® wollen wir auch im Fal-
le einer Beziehung zwischen mehreren Gegenstinden anwenden, so dafl wir
auch von Pridikaten mit mehreren Subjekten sprechen.!)

| So tritt nun z. B. an die Stelle des euklidischen Konstruktions-Postulates,
welches die Moglichkeit der Verbindung zweier Punkte durch eine Gerade
fordert, im Hilbertschen System das Existenzaxiom: Zu zwei Punkten gibt
es stets eine Gerade, die mit jedem der beiden Punkte zusammengehort.
,Zusammengehoren® ist hier der abstrakte Ausdruck fiir die Inzidenz.

| Im Sinne dieser Auffassung der Axiomatik stellen sich sowohl die Axiome
wie die Lehrsétze einer axiomatischen Theorie als Aussagen iiber ein oder
mehrere Pradikate dar, welche sich auf die Dinge eines zu Grunde gelegten
Systems beziehen, und die Erkenntnis, welche uns der Beweis eines Lehrsatzes
L liefert, der mit Hilfe der Axiome A;... Ay gefiihrt ist — wir wollen der
Einfachheit halber annehmen, daf§ darin nur von einem Préadikat die Rede
sei —, besteht in der Feststellung, dafl, wenn fiir ein Pridikat die Aussagen
Aj ... Ay zutreffen, dann auch die Aussage L darauf zutrifft.

Was wir hier vor uns haben, ist aber ein ganz allgemeiner Satz iiber
Pradikate, d.h. ein Satz der reinen Logik. In dieser Weise stellen sich die
Ergebnisse einer axiomatischen Theorie, im Sinne der rein hypothetischen
und existentialen Fassung der Axiomatik, als Sdtze der Logik dar.

Diese Sétze sind allerdings nur dann von Bedeutung, wenn die in den
Axiomen formulierten Anforderungen sich iiberhaupt durch ein System von
Dingen mit gewissen auf sie bezogenen Priddikaten erfiillen lassen. Ist eine
solche Erfiillung undenkbar, d.h. logisch unmdéglich, so fithrt das Axiomen-
system zu gar keiner Theorie, und die einzige logisch belangvolle Aussage

!Diese Bezeichnungsweise entspricht einem Vorschlag von Hilbert. Sie bietet gegeniiber
der iiblichen Unterscheidung zwischen ,,Pridikaten“ und ,,Relationen® fiir die Auffassung
des prinzipiell Logischen gewisse Vorteile und steht auch mit dem gewohnlichen Sinne des
Wortes ,,Pradikat im Einklang.
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itber das System ist dann die Feststellung des aus den Axiomen sich er-
gebenden Widerspruchs. Aus diesem Grunde besteht fiir jede axiomatische
Theorie die Erforderlichkeit eines Nachweises der Erfillbarkeit, d.h. der Wi-
derspruchsfreiheit ihrer Axiome.

Dieser Nachweis geschieht nun im allgemeinen, sofern man nicht mit di-
rekten endlichen Modell-Konstruktionen auskommt, durch die Methode der
Zurickfihrung auf die Arithmetik, d.h. dadurch, dafl man innerhalb des Be-
reiches der Arithmetik Gegenstédnde und Beziehungen aufweist, welche die zu
untersuchenden Axiome erfiillen. Hiermit wird man von neuem vor die Frage
nach dem Erkenntnischarakter der Arithmetik gestellt.

Noch ehe diese Frage in dem geschilderten Zusammenhang mit der | Axio-
matik akut wurde, hatte bereits die Mengenlehre und die Logistik in neu-
artiger Weise zu ihr Stellung genommen. Cantor zeigte, dafl der Zahlbegriff
sowohl im Sinne der Kardinalzahl (Anzahl) wie im Sinne der Ordinalzahl
(Ordnungszahl) sich auf unendliche Mengen ausdehnen 148t. Die Theorie der
natiirlichen Zahlen und die Theorie der Mafzahlen (die Analysis) wurden
als Teilgebiete in die allgemeine Mengenlehre eingeordnet. Biifite hiermit die
natiirliche Zahl von ihrer ausgezeichneten Rolle Wesentliches ein, so bildete
doch auch fiir den Standpunkt Cantors die Reihe der Zahlen etwas unmit-
telbar Gegebenes, von dessen Betrachtung die Mengenlehre ihren Ausgang
nahm.

| Hierbei blieb man aber nicht stehen, vielmehr gingen die Logiker bald zu
der weitergehenden Behauptung iiber: die Mengen sind nichts anderes als
Begriffsumfinge und die Mengenlehre ist gleichbedeutend mit der Umfangs-
Logik, insbesondere ist auch die Lehre von den Zahlen aus reiner Logik ab-
zuleiten.

Mit dieser These, dafl die Mathematik aus reiner Logik zu gewinnen sei,
wurde ein alter Lieblingsgedanke der rationalen Philosophie wieder aufge-
nommen, der durch die Kantische Lehre von der reinen Anschauung zuriick-
gedréngt worden war.

Nun zeigte ohnehin schon die Entwicklung der Mathematik und der theo-
retischen Physik, daf§ die Kantische Theorie der Erfahrung jedenfalls einer
grundsétzlichen Revision bedurfte, und den radikalen Gegnern der Philoso-
phie Kants schien jetzt der Moment gekommen, diese Philosophie bereits in
ihrer Anfangs-These, ndmlich der Behauptung des synthetischen Charakters
der Mathematik, zu entkréaften.

Dieses ist aber doch nicht restlos gelungen. Ein erstes Symptom dafiir,
da3 der Sachverhalt schwieriger und verwickelter war, als die Fiihrer der
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logistischen Bewegung ihn sich dachten, zeigte sich in der Entdeckung der
berithmten mengentheoretischen Paradoxien. Diese Entdeckung bildete histo-
risch das Signal zum Einsetzen der Kritik. Wenn wir heute den Sachverhalt
philosophisch erértern wollen, so ist es befriedigender, die Uberlegung direkt,
ohne Heranziehung des dialektischen Argumentes der Paradoxien zu fithren.

2 Das mathematische Element in der Logik —
Die Fregeschen Anzahldefinitionen

Wir brauchen in der Tat, um auf die wesentlichen Gesichtspunkte zu kommen,
nur die neue Disziplin der theoretischen Logik, das Gedankenwerk der groflen
Logiker Frege, Schroder, Peano, Russell selbst zu | betrachten und zuzusehen,
was sie uns iiber das Verhéltnis des Mathematischen zum Logischen lehrt.

Es zeigt sich da sogleich eine eigenartige Doppelseitigkeit dieses Verhéltnis-
ses, welche sich schon an einer verschiedenartigen Fassung der Aufgabe der
theoretischen Logik kundtut: wéahrend Frege bestrebt ist, die mathematischen
Begriffe den Begriffsbildungen der Logik unterzuordnen, sucht Schroder um-
gekehrt den mathematischen Charakter der logischen Beziehungen hervorzu-
kehren und entwickelt seine Theorie als eine ,, Algebra der Logik“.

Doch besteht der Unterschied hier nur in der Betonung. In den verschie-
denen Systemen der Logistik finden wir nirgends den spezifisch logischen
Gesichtspunkt als allein beherrschend, sondern iiberall von vornherein mit
mathe|matischer Betrachtungsweise durchsetzt. Der mathematische Forma-
lismus und die mathematische Begriffsbildung erweist sich hier in ganz ana-
loger Weise wie im Gebiete der theoretischen Physik als das sachgeméfle
Hilfsmittel zur Darstellung der Zusammenhénge und zur Gewinnung eines
systematischen Uberblicks.

Allerdings ist es nicht der gewthnliche Formalismus der Algebra und der
Analysis, der hier angewandt wird, sondern ein neu geschaffener Kalkiil, den
die theoretische Logik an Hand der Formelsprache entwickelt, mit der sie
die logischen Verkniipfungen darstellt. Dafl dieser Kalkiil und seine Theorie
einen ausgesprochen mathematischen Charakter hat, dariiber wird niemand,
der ihn kennt, im Zweifel sein.

An diesem Sachverhalt stellt sich zunéchst das Erfordernis heraus, den
Begriff des Mathematischen unabhéngig von dem faktischen Bestande an
mathematischen Disziplinen durch eine grundsétzliche Charakterisierung der
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mathematischen Erkenntnisart abzugrenzen. Wenn wir dem nachgehen, was
wir unter dem mathematischen Charakter einer Betrachtung verstehen, so
zeigt sich, dafl das Kennzeichnende in einer bestimmten Art der Abstraktion
liegt, die dabei zur Geltung kommt. Diese Abstraktion, welche als die formale
oder mathematische Abstraktion bezeichnet werden moge, besteht darin, dafl
von einem Gegenstand — ,,Gegenstand® hier im weitesten Sinne genommen
— die strukturellen Momente, d.h. die Art seiner Zusammensetzung aus Be-
standteilen hervorgekehrt und ausschliefllich in Betracht gezogen wird. Man
kann demnach als mathematische Erkenntnis eine solche definieren, welche
auf der strukturellen Betrachtung von Gegenstéinden beruht.

Was uns nun des weiteren die Beschéftigung mit der theoretischen Lo-
gik lehrt, das ist, dafl in der Beziehung von Mathematik und Logik die
mathematische Betrachtungsweise gegeniiber der inhaltlich logischen | un-
ter Umstinden den Standpunkt der hoheren Abstraktion bildet. Die schon
erwihnte Analogie der theoretischen Logik zur theoretischen Physik erstreckt
sich auch darauf, dafl gerade so, wie die mathematische Gesetzlichkeit der
theoretischen Physik durch ihre physikalische Deutung inhaltlich speziali-
siert wird, auch die mathematischen Beziehungen der theoretischen Logik
durch ihre inhaltlich logische Deutung eine Spezialisierung erfahren. Die Ge-
setzlichkeit der logischen Beziehungen erscheint hier als ein spezielles Modell
fiir etnen mathematischen Formalismus.

Dieses eigentiimliche Verhéltnis zwischen Logik und Mathematik, dafl
nicht nur die mathematischen Urteile und Schliisse einer logischen Abstrak-
tion, sondern auch die logischen Beziehungen einer mathematischen Abstrak-
tion unterworfen werden konnen, hat seinen Grund in der Sonderstellung,
die das Sachgebiet | des Formalen gegeniiber der Logik einnimmt. Wéhrend
nédmlich sonst von den spezifischen Bestimmungen eines jeden Sachgebietes
in der Logik abstrahiert werden kann, ist das bei dem Gebiete des Formalen
nicht moglich, weil in die Logik selbst formale Momente wesentlich eingehen.

Dieses gilt insbesondere fiir das logische Schlieffen. Die theoretische Logik
lehrt, dal man einen logischen Beweis ,,formalisieren® kann. Die Methode der
Formalisierung besteht darin, daf§ zunéchst die Ausgangssitze des Beweises
mit Hilfe der logischen Formelsprache durch gewisse Formeln dargestellt wer-
den und ferner die Prinzipien des logischen Schlieffens durch Regeln ersetzt
werden, welche bestimmte Verfahren angeben, geméfl denen man von gege-
benen Formeln zu weiteren Formeln gelangt. Das Ergebnis des Beweises stellt
sich dar durch eine Endformel, welche auf Grund der Deutung der logischen
Formelsprache den zu beweisenden Satz wiedergibt.
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Hierbei kommt zur Geltung, daf alles logische Schlieflen, seinem Verlaufe
nach betrachtet, auf eine begrenzte Anzahl von logischen Elementarprozessen
zuriickfithrbar ist, die sich genau und vollstandig aufzidhlen lassen. Dadurch
wird es moglich, die Fragen der Beweisbarkeit systematisch zu verfolgen. Es
ergibt sich hier ein Feld der theoretischen Forschung, innerhalb dessen die
in der traditionellen Logik aufgestellte Lehre von den verschieden méglichen
Formen der kategorischen Schliisse nur ein ganz spezielles Sonderproblem
behandelt.

Der typisch mathematische Charakter der Theorie der Beweisbarkeit gibt
sich besonders deutlich durch die Rolle der logischen Symbolik kund. Die
Symbolik ist hier das Hilfsmittel zum Vollzuge der formalen Abstraktion. Der
Ubergang von der inhaltlich logischen zu der | formalen Einstellung findet
in der Weise statt, daf§ wir von der urspriinglichen Bedeutung der logischen
Symbole absehen und die Symbole selbst zu Reprdsentanten formaler Objek-
te und Verkniipfungen machen.

Wird z. B. die hypothetische Beziehung

,wenn A, so B

symbolisch durch
A— B

dargestellt, so besteht der Ubergang zum formalen Standpunkt darin, daf wir
von jener Bedeutung des Symbols — abstrahieren und die Verkniipfung durch
das ,,Zeichen“ — selbst als das zu Betrachtende nehmen. Hiermit tritt aller-
dings an die Stelle der urspriinglichen inhaltlichen Spezialisierung der Ver-
kniipfung eine figiirliche Spezialisierung; diese ist aber insofern unschéadlich,
als sie ohne weiteres als ein unwesentliches Moment erfaft wird. | Das ma-
thematische Denken vollzieht eben an Hand der Symbolfigur die formale
Abstraktion.

Die Methode der formalen Betrachtung ist hier nun nicht etwa kiinstlich
herangebracht, sondern sie stellt sich fast zwangsméfig ein, wenn man das
logische Schlielen in Hinsicht auf seine Auswirkung néher verfolgen will.

Uberlegen wir nun, woran es denn liegt, dal die Untersuchung des logi-
schen Schlieflens so sehr der mathematischen Methode bedarf, so finden wir
folgenden Sachverhalt. Im Beweisen kommen zwei wesentliche Momente zur
Zusammenwirkung: das Klarlegen der Begriffe, das Moment der Reflezion
und das mathematische Moment der Kombination.
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Soweit das Schliefen nur auf der Klarlegung der Bedeutungen beruht, ist
es im engsten Sinne analytisch; das Fortschreiten zu etwas Neuem kommt
erst durch mathematische Kombination zustande.

Dieses kombinatorische Element erscheint leicht als so selbstverstandlich,
dal es gar nicht als besonderer Faktor beachtet wird. In der Philosophie
besonders pflegte man immer nur dasjenige an einer deduktiv gewonnenen
Erkenntnis als erkenntnistheoretisch problematisch und der Eroérterung be-
diirftig anzusehen, was fiir den Beweis das Vorgegebene ist: die Ausgangssétze
und die Regeln des SchlieBens. Dieser Standpunkt ist aber fiir das philoso-
phische Verstdndnis der Mathematik unzuldnglich; denn die typische Lei-
stung eines mathematischen Beweises setzt gerade erst ein, nachdem die
Ausgangssitze und die Schlufiregeln schon festliegen, und das Erstaunliche
der mathematischen Ergebnisse schwindet nicht, wenn wir die beweisbaren
Séatze inhaltlich dadurch modifizieren, daf§ wir die obersten Voraussetzungen
der Theorie | als Pramissen einfithren und auflerdem auch noch die Regeln
des Schlieflens, im Sinne des formalen Standpunktes, ausdriicklich angeben.

Zur Verdeutlichung des Sachverhaltes kann uns der von Weyl angestellte
Vergleich eines rein formal gefithrten Beweises mit einem Schachspiel dienen;
den Ausgangssitzen beim Beweise entspricht die Ausgangsstellung im Spiel,
den Regeln des Schlieflens entsprechen die Spielregeln. Nehmen wir nun an,
ein scharfsinniger Schachmeister habe fiir eine gewisse Anfangsstellung A die
Moglichkeit entdeckt, in 10 Ziigen den Gegner mattzusetzen. Vom Stand-
punkt der iiblichen Betrachtungsweise miissen wir dann sagen, dafl diese
Moglichkeit logisch durch die Anfangsstellung und die Spielregeln bestimmt
ist. Andererseits kann man aber doch nicht behaupten, dafl in der Anga-
be der Anfangsstellung A und der Spielregeln die Behauptung, dafl in 10
Ziigen mattgesetzt werden kann, sinnesméfig enthalten ist. Der Anschein ei-
nes Widerspruches zwischen diesen Behauptungen schwindet, wenn | wir uns
klarmachen, daf§ die ,logische® Auswirkung der Spielregeln auf Kombinati-
on beruht und sich daher nicht durch blofle Bedeutungsanalyse, sondern nur
durch wirkliche Vorfithrung herausstellt.

Eine Vorfithrung in diesem Sinne ist aber jeder mathematische Beweis. Es
sei hier an einem einfachen Spezialfall dargelegt, wie sich das kombinatorische
Element in einem Beweise geltend macht.

Wir haben die Schlufiregel: ,, wenn A ist und wenn aus A folgt B, so ist B“.
Bei einem ins Formale iibersetzten Beweise entspricht diesem Schlufiprinzip
die Regel, daf aus zwei Formeln A, A — B die Formel B entnommen werden
kann. Nun werde in einer formalen Ableitung diese Regel angewandt, und
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zwar wollen wir annehmen, dal A und A — B nicht zu den Ausgangsformeln
gehoren. Dann haben wir eine Schlufireihe S, die zu A fiithrt, und eine solche
T, die zu A — B fiihrt; und nun liefern die Formeln A, A — B geméafl der
genannten Regel die Formel B.

Wollen wir zergliedern, was hier vorgeht, so miissen wir uns hiiten, durch
die Art der Bezeichnung den entscheidenden Punkt vorwegzunehmen. Nam-
lich die Endformel der Schlufireihe 7' ist zunéichst nur als solche bestimmt,
und es ist fiir die Erkenntnis ein neuer Schritt, daB die Ubereinstimmung
dieser Formel mit derjenigen festgestellt wird, welche aus der anderweit er-
haltenen Formel A und der abzuleitenden Formel B durch Zusammenfiigen
mittels ,—* entsteht.

Die Feststellung einer Identitét ist keineswegs immer eine identische (tau-
tologische) Feststellung. Die im vorliegenden Falle zu konstatierende Uberein-
stimmung kann nicht direkt aus dem Inhalt der formalen Schluiregeln und
aus der Struktur der Ausgangsformeln ab|gelesen werden, sondern ist ables-
bar erst aus derjenigen Struktur, welche durch die Anwendung der Schluf3-
regeln, d. h. durch die Ausfithrung der Schliisse gewonnen wird. Es liegt also
hier tatsichlich ein kombinatorisches Element vor.2

Wenn wir uns in dieser Weise die Rolle des Mathematischen in der Logik
klarmachen, so wird uns die Moglichkeit einer Einordnung der Arithmetik in
das System der theoretischen Logik nicht erstaunlich erscheinen. Aber diese
Einordnung verliert auch fiir unseren gewonnenen Standpunkt ihre erkennt-
nistheoretische Bedeutsamkeit. Denn wir wissen im voraus, dafl durch die
Einfiigung der Arithmetik in die logische Systematik das formale Element
nicht | beseitigt wird. In Hinsicht auf das Formale stellt aber, wie wir fan-
den, die mathematische Betrachtung gegeniiber der begrifflich logischen den
Standpunkt der hoheren Abstraktion dar. Wir konnen also fiir die mathe-
matischen Erkenntnisse durch ihre Einordnung in die Logik gar keine hohere
Allgemeinheit gewinnen, sondern vielmehr umgekehrt nur eine Spezialisie-
rung durch logische Interpretation, d.h. eine Art von logischer Finkleidung.

Ein typisches Beispiel einer solchen logischen Einkleidung bildet die Me-
thode, nach der die natiirlichen Zahlen von Frege und im Anschlufl an ihn,

’Die Behauptung, daf das logische SchlieBen ,synthetische Elemente® enthilt, hat
P. Hertz in seiner Schrift Uber das Denken (vide [?]) vertreten. Seine Begriindung die-
ser Behauptung, welche in einer demnéchst erscheinenden Abhandlung tiber das Wesen
des Logischen dargelegt wird, enthélt den hier erdrterten Gesichtspunkt, beruht aber au-
Berdem noch auf anderen Uberlegungen.
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mit einer gewissen Modifikation, von Russell definiert werden.

Vergegenwértigen wir uns kurz den Gedankengang der Fregeschen Theo-
rie. Frege fiihrt die Zahlen als Anzahlen (Kardinalzahlen) ein. Seine Aus-
gangsthesen sind folgende:

Die Anzahl kommt als Bestimmung einem Prddikat zu. Der Anzahlbe-
griff entspringt aus dem Begriff der Gleichzahligkeit. Zwei Pradikate heiflen
gleichzahlig, wenn die Dinge, auf welche das eine Pradikat zutrifft, denen, auf
welche das andere Préadikat zutrifft, umkehrbar eindeutig zugeordnet werden
konnen.

Werden die Pridikate in bezug auf die Gleichzahligkeit in Klassen ein-
geteilt, derart, dafl alle Pridikate einer Klasse einander gleichzahlig und
Pradikate verschiedener Klassen ungleichzahlig sind, so stellt eine jede Klasse
die Anzahl dar, welche den zu ihr gehérenden Pradikaten zukommt.

Im Sinne dieser allgemeinen Anzahldefinition werden nun die einzelnen
endlichen Zahlen wie 0, 1, 2, 3 folgendermaflen definiert:

| 0 ist die Klasse der Priadikate, die auf kein Ding zutreffen. 1 ist die Klasse
der ,einzahligen“ Pradikate, und ein Pradikat P heifit einzahlig, wenn es ein
Ding z gibt, auf welches P zutrifft, und kein anderes (von x verschiedenes)
Ding, auf welches P zutrifft. Entsprechend heifit ein Pradikat P zweizahlig,
wenn es ein Ding x und ein davon verschiedenes Ding y gibt, so daf§ P auf
x und auf y zutrifft, und wenn es kein von z und y verschiedenes Ding gibt,
auf das P zutrifft. 2 ist die Klasse der zweizahligen Préadikate. In analoger
Weise sind die Zahlen 3, 4, 5 und weitere als Klassen zu erkléren.

Den allgemeinen Begriff der endlichen Zahl definiert Frege, nachdem er
vorher den Begriff einer auf eine Zahl unmittelbar folgenden Zahl eingefiihrt
hat, in folgender Weise: Eine Zahl n heifit endlich, wenn auf n ein jedes
solches Pradikat zutrifft, das auf 0 zutrifft und das, wenn es auf eine Zahl a
zutrifft, auch auf die unmittelbar folgende Zahl zutriftt.

| Auf dhnliche Art wird auch der Begriff einer zu der Zahlenreihe von 0
bis n gehorenden Zahl erkldrt. An diese Begriffsbildungen schliefit sich die
Ableitung der Grundsétze der Zahlentheorie aus dem Begriff der endlichen
Zahl.

Wir wollen nun insbesondere die Fregeschen Definitionen fiir die einzelnen
endlichen Zahlen betrachten. Nehmen wir etwa die Definition der Zahl 2, die
erklart ist als die Klasse der zweizahligen Pradikate. Gegen diese Erklarung
besteht zunéchst der Einwand, dafl doch die Zugehorigkeit eines Pradikates
zu der Klasse der zweizahligen Pradikate von auflerlogischen Bedingungen
abhéngt und somit die Klasse gar kein logisches Objekt bildet.
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Dieser Einwand erledigt sich jedoch, wenn wir uns in betreff der Auf-
fassung von den Klassen (bzw. Mengen, Begriffsumféingen) dem Standpunkt
der Russellschen Theorie anschlieen. Hiernach bilden die Klassen (Begriffs-
umfinge) iiberhaupt keine eigentlichen Gegenstinde, sondern sie fungieren
nur als unselbsténdige Termini innerhalb eines umschriebenen Satzes. Ist
z.B. K die Klasse der Dinge von der Eigenschaft F, d.h. der Umfang des
Begriffes F, so haben wir nach Russell die Aussage, dafl ein Ding a zu der
Klasse K gehort, nur als eine Umschreibung anzusehen fiir die Aussage, dafl
das Ding a die Eigenschaft F hat.

Verbinden wir nun diese Auffassung mit den Fregeschen Anzahldefinitio-
nen, so kommen wir dazu, die Zahl 2 statt durch die Klasse der zweizahligen
Pradikate durch denjenigen Begriff zu definieren, dessen Umfang diese Klasse
bildet. Die Zahl 2 wird also identifiziert mit der Eigenschaft der Zweizahlig-
keit eines Pridikates, d.h. mit der | Eigenschaft eines Prédikates, auf ein
Ding = und auf ein von x verschiedenes® Ding y zuzutreffen, aber auf kein
von x und von y verschiedenes Ding zuzutreffen.

Fiir die Beurteilung dieser Definition kommt es wesentlich darauf an, in
welchem Sinne hier das Definieren gemeint ist und mit welchem Anspruch
es geschieht. Was hier gezeigt werden soll, ist, dafl diese Definition nicht als
eine Wiedergabe der wahren Bedeutung des Anzahlbegriffes ,zwei* gelten
kann, durch welche dieser Begriff, von allen unwesentlichen Zutaten befreit,
in seiner logischen Reinheit enthiillt wiirde, sondern dafl gerade das spezifisch
logische Element an der Definition eine unwesentliche Hinzufiigung ist.

Néamlich die Zweizahligkeit eines Pradikates P bedeutet ja nichts ande-
res, als dafl es zwei Dinge gibt, auf die das Pradikat P zutrifft. Hier sondern
sich drei begriffliche Momente voneinander ab: der Begriff ,,zwei Dinge“, das
existentiale Moment und das Zutreffen des Priadikates P. Dabei steht der |
Begriffsinhalt ,,zwei Dinge® nicht in einer sinnesméfligen Abhéngigkeit von
einem der beiden anderen Begriffsinhalte. ,,Zwei Dinge“ bedeutet schon et-
was ohne die Behauptung der Existenz von zwei Dingen, und auch ohne die
Bezugnahme auf ein Pradikat, welches auf die zwei Dinge zutrifft; es bedeutet
einfach: ,,ein Ding und noch ein Ding*.

An dieser simplen Definition erweist sich der Anzahlbegriff als ein elemen-
tarer Strukturbegriff. Der Anschein, als ob dieser Begriff aus den Elementen
der Logik gewonnen wiirde, entsteht bei der betrachteten logischen Anzahl-

3Der Einfachheit halber sollen hier die Erérterungen iiber den Begriff der Verschieden-
heit, bzw. den dazu kontradiktorischen Begriff der Identitét, {ibergangen werden.
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definition nur dadurch, da§ der Begriff mit logischen Elementen, ndmlich der
existentialen Form und der Subjekt-Pradikat-Beziehung verkoppelt wird, wel-
che an sich fiir den Anzahlbegriff unwesentlich sind. Wir haben also hier in
der Tat eine logische Einkleidung eines formalen Begriffes vor.

Das Fazit aus diesen Uberlegungen ist, da die Behauptung der Logi-
sten, die Mathematik sei eine rein logische Erkenntnis, sich gerade durch die
néhere Betrachtung der theoretischen Logik als unscharf und mifiverstandlich
erweist. Jene Behauptung besteht nur dann zu Recht, wenn wir den Begriff
des Mathematischen im Sinne der historischen Abgrenzung iibernehmen, da-
gegen den Begriff des Logischen systematisch erweitern. Durch diese Begriffs-
bestimmung wird aber das erkenntnistheoretisch Wesentliche verdeckt, das
fiir die Mathematik Eigentiimliche wird iibergangen. |

3 Die formale Abstraktion

Als das Charakteristische an der mathematischen Erkenntnisweise haben
wir die formale Abstraktion, d.h. die Einstellung auf die strukturelle Sei-
te der Gegenstdande festgestellt und damit das Feld des Mathematischen
in grundsatzlicher Weise abgegrenzt. Wollen wir den Begriff des Logischen
gleichfalls erkenntnistheoretisch fassen, so fithrt uns das dazu, aus dem Ge-
samtgebiet der Lehre von den Begriffen, Urteilen und Schliissen, welches ge-
meinhin als Logik bezeichnet wird, ein engeres Teilgebiet, die reflektierende
oder philosophische Logik, auszusondern, d. h. den Bereich der im eigentlichen
Sinne analytischen Erkenntnisse, welche aus dem reinen Bedeutungsbewuj$t-
sein entspringen. An diese philosophische Logik schlieit sich die systemati-
sche Logik an, indem sie ihre Ausgangselemente und ihre Prinzipien aus den
Ergebnissen der philosophischen Logik entnimmt und nach mathematischer
Methode aus diesen eine Theorie entwickelt.

Auf diese Weise wird der Anteil der wahrhaft analytischen Erkenntnis von
dem der mathematischen Erkenntnis deutlich abgesondert, und es kommt da-
mit zur Geltung, was einerseits an Kants Lehre von der reinen An|schauung,
andererseits an der Behauptung der Logisten das Berechtigte ist. Wir kénnen
den Kantischen Grundgedanken, dafl das mathematische Erkennen und iiber-
haupt die erfolgreiche Anwendung des logischen Schlieffens auf einer an-
schaulichen Evidenz beruhe, ablosen von der besonderen Ausgestaltung, wel-
che Kant diesem Gedanken in seiner Lehre von Raum und Zeit gegeben hat.
Dadurch gewinnen wir zugleich die Moglichkeit, dem ganz elementaren Cha-
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rakter der mathematischen Evidenz und der Abstraktionshohe der mathema-
tischen Einstellung gerecht zu werden, auf deren Betonung die Behauptung
von dem logischen Charakter der Mathematik abzielt.

Auch iiber die Rolle der Zahl in der Mathematik gibt unsere gewonne-
ne Auffassung eine einfache Auskunft: die Mathematik haben wir erklart als
die Erkenntnis, die auf der formalen (strukturellen) Betrachtung von Ge-
genstdnden beruht. Die Zahlen aber bilden als Anzahlen die einfachsten
formalen Bestimmungen und als Ordnungszahlen die einfachsten formalen
Objekte.

Die Anzahlbegriffe bieten der philosophischen Erorterung eine besonde-
re Schwierigkeit durch ihre kategoriale Sonderstellung, die sich auch in der
Sprache an dem Erfordernis einer eigenen Gattung von Zahlworten geltend
macht. Wir brauchen uns hier auf die Erorterung nicht des néheren ein-
zulassen, sondern nur darauf zu achten, daf§ die Anzahlbestimmungen die
Zusammensetzung eines Gesamtkomplexes | des Gegebenen oder des Vor-
gestellten aus Bestandteilen betreffen, also gerade das, was die strukturel-
le Seite eines Gegenstandes ausmacht. Und zwar sind es die elementarsten
Struktur-Merkmale, welche durch die Anzahlen geliefert werden. So treten
denn auch die Anzahlen in allen Gebieten auf, die der formalen Betrachtung
zugéanglich sind; insbesondere treffen wir innerhalb der theoretischen Logik
die Anzahl in der mannigfachsten Weise an, z.B. als Anzahl der Subjekte
eines Pridikates (oder wie man sagt: als Anzahl der Argumente einer logi-
schen Funktion), als Anzahl der in einen logischen Satz eingehenden variablen
Prédikate, als Anzahl der Anwendungen einer logischen Operation innerhalb
einer Begriffsbildung oder innerhalb eines Satzes, als Anzahl der Sétze in-
nerhalb einer Schluffigur, als die Stufenzahl eines logischen Ausdrucks, d. h.
als die Hochstzahl der darin vorkommenden Ubereinanderschaltungen der
Subjekt-Priadikat-Beziehungen (im Sinne des Aufstiegs von Gegenstianden
einer Theorie zu den Pradikaten, von den Préddikaten zu den Prédikaten-
Pradikaten, von diesen wieder zu ihren Préadikaten usw.).

Die Anzahlen liefern uns aber nur formale Bestimmungen, noch nicht for-
male Objekte. Z.B. in der Vorstellung der Dreizahl liegt noch nicht | die
Vereinigung der drei Dinge zu einem Gegenstand. Die Verbindung mehrerer
Dinge zu einem Gegenstand erfordert eine Form der Anordnung. Die einfach-
ste Ordnungsform ist die der bloflen Aufeinanderfolge, welche zum Begriff
der Ordnungszahl fihrt. Die Ordnungszahl ist an und fiir sich auch nicht als
Gegenstand bestimmt, sie ist nur ein Stellenzeiger. Wir konnen sie aber ge-
genstandlich normieren, indem wir als Stellenzeiger die einfachsten aus der
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Form der Aufeinanderfolge entspringenden Strukturen wahlen. Entsprechend
der zweifachen Moglichkeit, die Zahlenreihe mit der 1 oder mit der 0 zu be-
ginnen, kommen zwei Arten der Normierung in Betracht. Bei der einen liegt
zu Grunde eine Sorte von Dingen und eine Form der Anfiigung eines Din-
ges; die Objekte sind Figuren, welche mit einem Ding der betreffenden Sorte
beginnen und endigen, und wo auf jedes Ding, welches noch nicht das Ende
der Figur bildet, ein angefiigtes Ding jener Sorte folgt. Bei der anderen Art
der Normierung haben wir ein Ausgangsding und einen Prozef}; die Objekte
sind dann das Ausgangsding selbst und ferner die Figuren, welche man, mit
dem Ausgangsding beginnend, durch einmalige oder wiederholte Anwendung
jenes Prozesses erhélt.

Wollen wir, im Sinne der einen oder anderen Normierung, die Ordnungs-
zahlen als eindeutige Objekte, frei von allen unwesentlichen Zutaten haben, so
miissen wir jeweils das blo8e Schema der betreffenden Wiederholungsfigur als
Objekt nehmen, was eine sehr hohe Abstrak|tion erfordert. Es steht uns aber
frei, diese rein formalen Objekte durch konkrete Objekte (,,Zahlzeichen®) zu
reprasentieren; diese enthalten dann unwesentliche, willkiirlich hinzugefiigte
Beschaffenheiten, welche aber auch als solche ohne weiteres erfafit werden.
Dieses Verfahren erfolgt jeweils auf Grund einer bestimmten Verabredung,
die im Rahmen einer und derselben Betrachtung festgehalten werden muf}.*
Eine solche Verabredung, im Sinne der ersten Normierung, ist die, wonach
sich die ersten Ordnungszahlen durch die Figuren 1,11,111,1111 darstellen.
Gemaéf einer der zweiten Normierung entsprechenden Verabredung stellen
sich die ersten Ordnungszahlen dar durch die Figuren 0, 0’, 0", 0", 0",

Indem wir so von der strukturellen Seite her einen einfachen Zugang
zu den Zahlen finden, erhélt unsere Auffassung iiber den Charakter der
mathe|matischen Erkenntnis eine neue Bestétigung. Denn die beherrschende
Rolle der Zahl in der Mathematik wird von dieser Auffassung aus versténdlich,
und unsere Charakterisierung der Mathematik als Lehre von den Strukturen
erscheint als die sachgeméfle Erweiterung der anfangs erwiéhnten Behaup-
tung, dafl die Zahlen das eigentliche Objekt der Mathematik bilden.

4Der Philosoph ist geneigt, dieses Verhiltnis der Reprisentation als einen Bedeu-
tungszusammenhang anzusprechen. Man hat aber zu beachten, dafl gegeniiber dem
gewoOhnlichen Verhiltnis von Wort und Bedeutung hier der wesentliche Unterschied be-
steht, daBl der reprisentierende Gegenstand in seiner Beschaffenheit die wesentlichen Eigen-
schaften des représentierten Objektes enthélt, so dafl die zu untersuchenden Beziehungen
der représentierten Objekte sich auch an den Représentanten vorfinden und durch die
Betrachtung der Reprisentanten selbst festgestellt werden kénnen.
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Das Befriedigende des gewonnenen Standpunktes darf uns nun nicht zu
der Meinung verfithren, wir héitten fiir das Problem der Grundlegung der
Mathematik bereits alle erforderlichen grundsétzlichen Einsichten erlangt.
Tatséchlich haben wir bisher erst die Vorfrage behandelt, iiber die wir uns zu-
erst klar werden wollten, ndmlich worin das Spezifische der mathematischen
Erkenntnis zu sehen ist. Jetzt aber miissen wir uns demjenigen Problem zu-
wenden, welches die hauptséchlichen Schwierigkeiten in der Grundlegung der

A33  Mathematik verursacht, dem Problem des Unendlichen. |

Teil II
Das Problem des Unendlichen
und die mathematischen

Ideenbildungen

1 Die Postulate der Theorie des Unendlichen
— Die Unmoglichkeit ihrer Begriindung durch
die Anschauung — Der finite Standpunkt

Die mathematische Theorie des Unendlichen ist die Analysis (Infinitesimal-
rechnung) und ihre Erweiterung durch die allgemeine Mengenlehre. Wir kon-
nen uns hier auf die Betrachtung der Infinitesimalrechnung beschréinken, da
der Schritt von dieser zur allgemeinen Mengenlehre zwar eine Hinzunahme
von Voraussetzungen, aber keine grundsétzliche Modifikation der philosophi-
schen Auffassung erfordert.

Die Begriindung der Infinitesimalrechnung durch Cantor, Dedekind und
Weierstraf} zeigt, dafl der strenge Aufbau dieser Theorie gelingt, wenn zu den
elementaren Schluweisen der Mathematik zweierlei hinzugenommen wird:

1. Die Anwendung der Methode des existentialen Schlielens auf die gan-
zen Zahlen, d.h. die Zugrundelegung des Systems der ganzen Zahlen
nach Art eines Gegenstandsbereiches einer axiomatischen Theorie — wie
sie explizite in dem Peanoschen Axiomensystem der Zahlentheorie zum
Ausdruck gebracht wird.

17



342

A34

2. Die Vorstellung des Inbegriffs aller Mengen von ganzen Zahlen als ei-
ner kombinatorisch iiberblickbaren Mannigfaltigkeit. Eine Menge von
ganzen Zahlen ist bestimmt durch eine Verteilung der Werte 0 und 1
auf die Stellen | der Zahlenreihe. Die Zahl n gehort zu der Menge oder
nicht, je nachdem an der n-ten Stelle der Verteilung 1 oder 0 steht. So
wie nun fiir eine endliche Stellenzahl, z. B. fiir fiinf Stellen, die Gesamt-
heit der moglichen Verteilung der Werte 0, 1 vollkommen iibersehbar
ist, so wird dieses nach Analogie auch fiir die gesamte Zahlenreihe an-
genommen.

Aus dieser Analogie ergibt sich insbesondere auch die Giiltigkeit des Zer-
meloschen Auswahlprinzips fiir Gesamtheiten von Zahlenmengen. Die Eror-
terung dieses Prinzips wollen wir jedoch vorerst noch beiseite lassen; sie wird
sich an einer spéteren Stelle ungezwungen einfiigen.

Betrachten wir nun diese Anforderungen vom Standpunkt unserer all-
gemeinen Charakterisierung der mathematischen Erkenntnis, so scheint es
zunéchst, daB fiir ihre Begriindung durch mathematische Erkenntnis keiner-
lei grundsétzliche Schwierigkeit besteht. Denn sowohl bei der Zahlenreihe wie
bei den aus ihr abgeleiteten Mengenbildungen handelt es sich um Strukturen,
welche sich von den in der elementaren Mathematik behandelten Strukturen
nur dadurch unterscheiden, daf | es Strukturen von unendlichen Mannigfal-
tigkeiten sind. Auch scheint das existentiale Schlieen in Anwendung auf die
Zahlen durch den Gegenstands-Charakter der Zahlen als formaler Objekte,
deren Existenz doch nicht von den Zufélligkeiten der faktischen Zahlvorstel-
lungen abhéngen kann, gerechtfertigt zu sein.

Gegen diese Argumentation ist aber zu bemerken, daf es voreilig ist, aus
dem Charakter der formalen Objekte, d.h. aus der in ihnen vorliegenden
Loslosung von den empirischen Zufélligkeiten, zu schlieffen, da3 die forma-
len Gegensténde auf einen Bereich des existierenden Formalen bezogen sein
miifiten. Wir konnten als Argument gegen diese Auffassung die mengentheo-
retischen Paradoxien anfiihren; doch ist es einfacher, direkt darauf hinzu-
weisen, dafl in der primitiven mathematischen Evidenz eine Setzung eines
solchen Bereiches der existierenden formalen Gegensténde nicht vorliegt, dafl
vielmehr die Ankniipfung an das tatsdchlich Vorgestellte als Ausgangspunkt
fiir die formale Abstraktion wesentlich ist. Es gilt in diesem Sinne der Kanti-
sche Satz, daf§ die reine Anschauung die Form der empirischen Anschauung
ist.

Dem entspricht es auch, dafl in den Disziplinen, die aus der elementaren
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mathematischen Evidenz hervorgehen, die Existenzaussagen nur eine unei-
gentliche Bedeutung haben. Insbesondere in der elementaren Zahlentheorie
haben wir es nur mit solchen Existenzaussagen zu tun, die sich auf eine
ganz bestimmte, vorweisbare Gesamtheit von Zahlen oder einen bestimm-
ten, anschaulich vorfiihrbaren Prozefl oder auf beides gemeinsam, d.h. auf
eine durch einen vorfithrbaren Prozefl zu gewinnende Gesamtheit von Zahlen
beziehen.

| Beispiele derartiger Existenzbehauptungen sind: ,,Zwischen 5 und 10 gibt
es eine Primzahl“; ndmlich 7 ist eine Primzahl.

»Zu jeder Zahl gibt es eine gréflere”; ndmlich wenn n eine Zahl ist, so
bilde man n + 1; diese Zahl ist gréfer als n.

»Zu jeder Primzahl gibt es eine groflere”; namlich: ist eine Primzahl p
gegeben, so bilde man das Produkt dieser Primzahl mit allen kleineren Prim-
zahlen und addiere 1; sei k die so erhaltene Zahl, so ist unter den Zahlen von
p + 1 bis k jedenfalls eine Primzahl vorhanden.

In jedem dieser Fille wird die Existenzaussage durch eine ndhere Anga-
be prézisiert; die Existenzbehauptung hélt sich an die in der anschaulichen
Vorstellung vollziehbaren Bildungsprozesse und nimmt nicht Bezug auf ei-
ne Mannigfaltigkeit aller Zahlen. Diese elementare, an die Bedingungen der
grundsétzlichen Vorstellbarkeit sich bindende Betrachtungsweise wollen wir
nach Hilbert als den finiten Standpunkt bezeichnen und im gleichen Sinne
von finiten Methoden, finiter Uberlegung und finiten Schliissen sprechen.

| Es ist nun leicht festzustellen, da§ das existentiale Schlieflen den finiten
Standpunkt iiberschreitet. Eine solche Uberschreitung findet bereits bei je-
dem Existenzsatze statt, der ohne néhere Prézisierung der Existenzbehaup-
tung aufgestellt wird, wie z. B. bei dem Satz, da} jede unbegrenzte arithme-
tische Reihe
a-n+b (n=0,1,2,3,...)

worin a, b teilerfremde Zahlen sind, mindestens eine Primzahl enthélt.

Ein besonders hdufiger und wichtiger Fall des Hinausgehens iiber den fini-
ten Standpunkt ist der Schlufl von dem Nichtbestehen der Allgemeingiiltigkeit
eines Satzes (fiir alle Zahlen) auf die Existenz eines Gegenbeispiels, oder mit
mit anderen Worten das Prinzip, wonach fiir jedes Zahlen-Pridikat P(n)
die Alternative besteht: entweder gilt der allgemeine Satz, dal P(n) auf alle
Zahlen n zutrifft, oder es gibt eine Zahl n, auf welche P(n) nicht zutrifft.
Dieses Prinzip ergibt sich vom Standpunkt des existentialen Schlieflens als
eine unmittelbare Anwendung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten, d. h.
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aus dem Sinn der Negation. Daf} fiir den finiten Standpunkt diese logische
Konsequenz nicht besteht, liegt daran, dafl hier die Behauptung des Zutref-
fens von P(n) fiir alle Zahlen den rein hypothetischen Sinn des Zutreffens fiir
jede vorgelegte Zahl hat, so dafi die Negation dieser Behauptung nicht den
positiven Sinn einer Existenzaussage ergibt. —

Hiermit ist aber die Ertrterung der Moéglichkeiten einer einsichtigen ma-
thematischen Begriindung der Voraussetzungen der Analysis noch nicht ab-
geschlossen: zugegeben, dafl die Zugrundelegung eines Gesamtbereiches der
formalen Objekte nicht dem Standpunkt der primitiven mathematischen Evi-
denz entspricht, so | konnten doch die Anforderungen der Infinitesimalrech-
nung dadurch motiviert werden, dafl es sich bei den Gesamtheiten von Zahlen
und Zahlenmengen um Strukturen von unendlichen Mengen handelt. Insbe-
sondere wiirde hiernach die Anwendung des existentialen Schlieffens auf die
Zahlen nicht zu entnehmen sein aus der Vorstellung des Inbegriffs der Zahlen
im Reiche der formalen Objekte, sondern aus der Betrachtung der Struktur
der Zahlenreihe, in welcher die einzelnen Zahlen als Reihenglieder auftreten.
In der Tat sind wir auf jenes schon genannte Argument, dafl doch die ma-
thematische Erkenntnis auch Strukturen von unendlichen Mannigfaltigkeiten
betreffen konnte, noch nicht eingegangen.

Wir kommen hiermit zu der Frage des Aktual-Unendlichen. Denn das
Unendliche, um das es sich bei den unendlichen Mannigfaltigkeiten handelt,
ist das eigentliche Aktual-Unendliche im Unterschiede von dem ,,Potentiell-
Unendlichen“, womit nicht ein unendlicher Gegenstand gemeint ist, sondern
blof die Unbegrenztheit im Fortschreiten von End|lichem zu immer neuem
Endlichen, wie sie z. B. auch vom finiten Standpunkt fiir die Zahlen besteht,
insofern man zu jeder Zahl noch eine groflere bilden kann.

Die Frage, die wir hier zunéchst in betreff des Aktual-Unendlichen zu stel-
len haben, bezieht sich darauf, ob das Aktual-Unendliche uns als Gegenstand
anschaulicher mathematischer Erkenntnis gegeben ist.

Man koénnte im Einklang mit unsern bisherigen Feststellungen der Mei-
nung sein, daf§ wir tatsichlich einer anschaulichen Erkenntnis des Aktual-
Unendlichen féhig sind. Denn wenngleich es sicher ist, dal wir eine konkrete
Vorstellung nur von endlichen Objekten haben, so kénnte doch eine Leistung
der formalen Abstraktion gerade darin bestehen, dafl sie sich von der Be-
schrinkung auf das Endliche loslost und dafl sie an gewissen, beliebig weit
fortsetzbaren Prozessen gleichsam den Grenziibergang vollzieht. Insbesonde-
re wird man versucht sein, auf die geometrische Anschauung zu verweisen
und aus dem Gebiet der geometrischen Objekte Beispiele von anschaulich
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gegebenen unendlichen Mannigfaltigkeiten anzufiihren.

Nun sind zunéchst einmal die geometrischen Beispiele nicht beweisend.
Man téuscht sich hier leicht dadurch, dafl man das Anschaulich-Raumliche
im Sinne einer existentialen Auffassung interpretiert. Eine Strecke z. B. ist ja
anschaulich nicht als eine geordnete Mannigfaltigkeit von Punkten, sondern
als ein einheitliches Ganzes gegeben, allerdings als ein ausgedehntes Ganzes,
innerhalb dessen Stellen unterscheidbar sind. Die Vorstellung einer Stelle auf
der Strecke ist eine anschauliche, aber die Gesamtheit aller Stellen auf der
Strecke ist nur ein gedanklicher Inbegriff. Anschaulich kommen wir hier nur |
zum Potentiell-Unendlichen, indem jeder Stelle auf der Strecke eine Zerlegung
in zwei Teilstrecken entspricht, bei der jede Teilstrecke ihrerseits wieder in
Teilstrecken zerlegbar ist.

Was ferner die unendlich ausgedehnten Gebilde betriftt, wie die unendli-
che Gerade, die unendliche Ebene, den unendlichen Raum, so sind diese als
Gegensténde eines anschaulichen Vorstellens nicht aufweisbar. Insbesondere
ist der Raum als Ganzes uns nicht in der Anschauung gegeben. Wir stellen
zwar jedes rédumliche Gebilde als im Raum befindlich vor. Aber diese Be-
ziehung des einzelnen R&aumlichen zum Raumganzen ist nur insoweit in der
Anschauung gegensténdlich, als mit jedem raumlichen Gegenstande zugleich
auch eine rdumliche Umgebung anschaulich vorgestellt wird. Dariiber hinaus
ist die Einordnung in den Gesamtraum — wir miissen dieses im Gegensatz zu
Kant behaupten — nur gedanklich fabar.

Das Hauptargument, welches Kant zugunsten des anschaulichen | Charak-
ters unserer Vorstellung vom Raum als Ganzen anfiihrt, beweist tatséchlich
nur, dal man durch blofle generalisierende Abstraktion nicht zum Begriff
des einen umfassenden Raumes gelangen kann. Aber das soll auch gar nicht
mit der Behauptung der blof§ gedanklichen Zugénglichkeit unserer Vorstel-
lung vom Raumganzen gesagt sein, dafl wir es hier etwa mit einem bloflen
Allgemeinbegriff zu tun hétten.

Gemeint ist vielmehr ein komplizierterer Sachverhalt, dafl ndmlich in der
Vorstellung des Raumganzen zweierlei verschiedene Gedankenbildungen vor-
liegen, die beide sowohl {iber den Standpunkt der Anschauung wie auch iiber
den der reflektierenden Logik hinausgehen. Die eine beruht auf dem Gedan-
ken der Verkniipfung der Dinge zum Weltganzen, sie entspringt also unserm
Wirklichkeitsglauben. Die andere ist eine mathematische Ideenbildung, welche
zwar an die Anschauung ankniipft, aber doch nicht im Bereiche des anschau-
lich Vorstellbaren verbleibt, es ist die Vorstellung des Raumes als einer den
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Gesetzen der Geometrie unterworfenen Punktmannigfaltigkeit.®

In diesen beiden Arten, den Raum als Ganzes vorzustellen, wird die-
se Totalitdt nicht als vorhanden erkannt, sondern nur versuchsweise ange-
setzt. Die Vorstellung von dem physikalischen Raumganzen ist grundsétzlich
proble|matisch; immerhin besteht gerade vom Standpunkt der heutigen Phy-
sik die Moglichkeit, diesem zunéchst sehr vagen Gedanken eine engere, pré-
zisere Fassung zu geben, durch welche er der Forschung zugénglich und sy-
stematisch bedeutsam werden kann. Die geometrischen Ideenbildungen von
rdumlichen Mannigfaltigkeiten sind zwar von vornherein prézise, bediirfen
aber eines Nachweises ihrer Widerspruchsfreiheit.

So haben wir also keinen Grund zu der Annahme, dafl wir eine anschau-
liche Vorstellung vom Raum als Ganzem besitzen. Direkt kénnen wir eine
solche Vorstellung nicht aufweisen, und eine Notwendigkeit, jene Annahme
als Erkldrungsgrund einzufithren, besteht auch nicht. Leugnen wir aber die
Anschaulichkeit des Raumganzen, so werden wir auch nicht behaupten, dafl
unendlich ausgedehnte Raumgebilde anschaulich vorstellbar seien.

| Zu beachten ist auch, dafl die urspriingliche anschauliche Auffassung der
elementaren Euklidischen Geometrie eine Vorstellung von unendlichen Ge-
bilden gar nicht erfordert. Wir haben es da immer nur mit endlich ausge-
dehnten Figuren zu tun. Auch treten unendliche Punktmannigfaltigkeiten
nirgends auf, da keine allgemeinen Existenzannahmen zu Grunde gelegt sind,
sondern jede Existenzbehauptung in der Konstatierung einer moglichen geo-
metrischen Konstruktion besteht. Z. B., dafl jede Strecke einen Mittelpunkt
hat, besagt von diesem Standpunkt nichts anderes, als daf§ zu jeder Strecke
ein Mittelpunkt konstruiert werden kann.®

Somit erweist sich der Anschein der Aufzeigbarkeit des Aktual-Unendli-
chen im Bereich der Gegenstéinde geometrischer Anschauung als triigerisch.
Wir kénnen uns aber auch in allgemeinerer Weise klarmachen, dafl von ei-

°In der Naturansicht der Newtonschen Physik sind diese beiden Vorstellungen vom
Raum miteinander vereinigt und heben sich noch nicht deutlich voneinander ab. Die Eu-
klidische Geometrie bildet hier das Gesetz fiir die rdumliche Verkniipfung der Dinge im
Weltganzen. Erst durch die seitherige Entwicklung der Geometrie und der Physik tritt die
Notwendigkeit hervor, zwischen dem Raum als etwas Physikalischem und dem Raum als
einer ideellen, durch geometrische Gesetze bestimmten Mannigfaltigkeit zu unterscheiden.

6In den Axiomen Euklids ist allerdings dieser Standpunkt insofern nicht ganz konse-
quent durchgefiihrt, als hier der Begriff der hinreichend weiten Verlingerung einer Strecke
auftritt. Dieser Begriff 14t sich tatséchlich vermeiden; man mufl nur dem Parallelen- Axiom
eine andere Fassung geben.
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nem Abstreifen der Bedingung des Endlichen durch die formale Abstrakti-
on, wie dieses zur Anschauung des Aktual-Unendlichen erforderlich wére,
nicht die Rede sein kann. Die Bedingung der Endlichkeit ist ja keine zufillige
empirische Beschriankung, sondern ein wesentliches Charakteristikum eines
formalen Objekts.

Die empirische Beschrinkung liegt noch innerhalb des Bereiches des End-
lichen, wo die formale Abstraktion uns iiber die Grenzen der faktischen Vor-
stellungskraft hinweghelfen mufl. Ein deutliches Beispiel hierfiir haben wir
an der unbegrenzten Teilbarkeit einer Strecke. Unser tatséchliches Vorstel-
lungsvermogen versagt hier bereits, wenn die Teilung einen gewissen Grad der
Feinheit iiberschreitet. Diese Grenze ist physikalisch zufillig, und wir kénnen
| durch Zuhilfenahme von optischen Apparaten iiber sie hinauskommen. Von
einem gewissen Mafle der Kleinheit an versagen aber alle optischen Apparate,
und schliellich werden iiberhaupt unsere rdumlich-metrischen Vorstellungen
physikalisch sinnlos. Mit der Vorstellung der unbegrenzten Teilbarkeit ab-
strahieren wir also bereits von den Bedingungen des faktischen Vorstellens
wie auch von denjenigen der physikalischen Wirklichkeit.

Analog verhélt es sich mit der Vorstellung des unbegrenzten Addierens
in der Zahlentheorie. Auch hier bestehen Grenzen fiir die Vollziehbarkeit der
Wiederholungen sowohl im Sinne der wirklichen Vorstellbarkeit wie auch im
Sinne der physikalischen Realisierung. Betrachten wir beispielsweise die Zahl
10110 " Zu dieser kénnen | wir auf finitem Wege folgendermaBen gelangen:
Wir gehen aus von der Zahl 10, die wir geméfl der einen von unsern friiher
angegebenen Normierungen durch die Figur

1111111111

reprasentieren. Sei nun z irgendeine Zahl, die durch eine entsprechende Fi-
gur reprasentiert wird. Ersetzen wir in der vorigen Figur jede 1 durch die
Figur z, so entsteht, wie wir uns anschaulich klarmachen koénnen, wieder ei-
ne Zahlfigur, die zur Mitteilung mit ,,10 x z“ bezeichnet wird.” Wir erhalten
so den Prozef3 der Verzehnfachung einer Zahl. Aus diesem gewinnen wir den
Prozef des Uberganges von einer Zahl a zu 10%, indem wir der ersten 1 in a
die Zahl 10 und jeweils jeder angehéngten 1 den Prozefl der Verzehnfachung
entsprechen lassen und hierin so weit gehen, bis wir mit der Figur a am En-
de sind. Die durch den letzten Prozefl der Verzehnfachung gewonnene Zahl
bezeichnen wir mit 10°.

"Hier handelt es sich um ein Zeichen , mit Bedeutung®.
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Dieses Verfahren bietet fiir die anschauliche Einstellung grundsétzlich
keinerlei Schwierigkeit. Wollen wir aber den Prozefl im einzelnen uns verge-
genwértigen, so versagt unsere Vorstellung schon bei ziemlich kleinen Zahlen.
Wir kénnen uns hier wieder ein Stiick weit mit Apparaten behelfen oder mit
Heranziehung von Gegensténden der &ufleren Natur, in denen sehr grofie An-
zahlbestimmungen auftreten. Aber auch mit alledem kommen wir bald an
eine Grenze: Die Zahl 20 kénnen wir leicht in der Vorstellung fassen, 10%°
iibersteigt bei weitem unsere wirkliche Vorstellungskraft, liegt aber durchaus
in dem Bereich der physikalischen Realisierbarkeit; von der Zahl 10(19*) end-
lich ist es hochst fraglich, ob sie in irgendeiner Weise als Groflenverhéltnis
oder als Anzahlbestimmung in der physikalischen Wirklichkeit auftritt.

An solche Grenzen fiir die Moglichkeit der Verwirklichung kehrt sich aber
die anschauliche Abstraktion nicht. Denn diese Grenzen sind vom Stand-
punkt | der formalen Betrachtung zuféllig. Die formale Abstraktion findet
sozusagen keine frithere Stelle fiir eine prinzipielle Abgrenzung als bei dem
Unterschied des Endlichen und Unendlichen.

Dieser Unterschied ist in der Tat ein grundséatzlicher. Wenn wir uns ge-
nauer besinnen, wie denn {iberhaupt eine unendliche Mannigfaltigkeit als
solche charakterisiert sein kann, so finden wir, daf§ dieses gar nicht nach
der Art einer anschaulichen Aufweisung moglich ist, sondern nur auf dem
Wege der Behauptung (bzw. der Annahme oder der Feststellung) einer ge-
setzlichen Beziehung. Unendliche Mannigfaltigkeiten sind uns demnach nur
durch das Denken zuginglich. Dieses Denken ist | zwar auch eine Art des
Vorstellens, aber es wird dadurch nicht die Mannigfaltigkeit als Gegenstand
vorgestellt, sondern es werden Bedingungen vorgestellt, denen eine Mannig-
faltigkeit geniigt (bzw. zu geniigen hat).

Die wesentliche Gebundenheit der formalen Abstraktion an das Moment
der Endlichkeit macht sich insbesondere dadurch geltend, dafl bei den Be-
trachtungen von Gesamtheiten und von Figuren die Eigenschaft der End-
lichkeit fiir den Standpunkt der anschaulichen Evidenz gar kein besonderes
beschriankendes Merkmal bildet. Die Beschrinkung auf das Endliche wird von
diesem Standpunkt aus ganz ohne weiteres, sozusagen stillschweigend voll-
zogen. Wir brauchen hier keine besondere Definition der Endlichkeit, denn
die Endlichkeit der Objekte versteht sich fiir die formale Abstraktion ganz
von selbst. So pafit z. B. die anschaulich-strukturelle Einfiithrung der Zahlen
nur fiir die endlichen Zahlen. ,Wiederholung® ist eben vom Standpunkt der
anschaulich-formalen Betrachtung eo ipso endliche Wiederholung.

Diese in der formalen Einstellung implizite mitgegebene Vorstellung des
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Endlichen enthélt den Erkenntnisgrund fiir das Prinzip der vollstandigen In-
duktion und fiir die Zuléssigkeit der rekursiven Definition, beide Verfahren
in ihrer elementaren Form als ,finite Induktion“ und ,finite Rekursion® ver-
standen.

Diese Heranziehung der Vorstellung des Endlichen gehort freilich nicht
mehr zu demjenigen, was von der anschaulichen Evidenz notwendig in das
logische Schlieflen eingeht. Sie entspricht vielmehr einem Standpunkt, bei
dem man bereits auf die allgemeinen Charakterziige der anschaulichen Ob-
jekte reflektiert. Auch lait sich fiir die Zahlentheorie die Anwendung der
anschaulichen Vorstellung des Endlichen vermeiden, wenn man darauf ver-
zichtet, diese Theorie in elementarer Weise zu behandeln. Zwangsméfig aber
stellt sich die anschauliche Endlichkeitsvorstellung ein, sobald man einen For-
malismus selbst zum Gegenstand der Betrachtung macht, insbesondere also
in der systema|tischen Theorie der logischen Schliisse. Es kommt hierin zum
Ausdruck, dafl die Endlichkeit ein wesentliches Moment an den Gebilden
eines jeden Formalismus ist. Die Grenzen des Formalismus sind aber keine
anderen als die der Vorstellbarkeit iiberhaupt von anschaulichen Zusammen-
setzungen.

So fillt also unsere Antwort auf die Frage nach der anschaulichen Erkenn-
barkeit des Aktual-Unendlichen verneinend aus. Es ergibt sich damit auch,
dafl die Methode der finiten Betrachtung fiir den Standpunkt der anschauli-
chen mathematischen Erkenntnis die angemessene ist.

| Auf diesem Wege aber gelangen wir nicht dazu, die genannten Vorausset-
zungen fiir die Infinitesimalrechnung zu verifizieren.

2 Der Intuitionismus — Die Arithmetik als
theoretischer Rahmen

Wie sollen wir uns nun angesichts dieses Tatbestandes verhalten? In der
Stellungnahme zu dieser Frage sind die Auffassungen geteilt. Es findet hier
ein dhnlicher Widerstreit der Ansichten statt, wie wir ihn bei der Frage der
Charakterisierung der mathematischen Erkenntnis angetroffen haben. Die
Vertreter des Standpunktes der primitiven Anschaulichkeit ziehen aus dem
Umstande, daf§ die Analysis und die Mengenlehre durch ihre Postulate den
finiten Standpunkt iiberschreitet, ohne weiteres die Folgerung, daf3 diese ma-
thematischen Theorien in ihrer heutigen Form fallengelassen werden und
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von Grund auf revidiert werden miissen. Die Anhédnger des Standpunktes
der theoretischen Logik dagegen suchen entweder jene Postulate der Theo-
rie des Unendlichen durch die Logik zu begriinden, oder aber sie bestreiten
iiberhaupt das Problematische an den Postulaten, indem sie dem Unterschied
zwischen Endlichem und Unendlichem iiberhaupt keine grundsétzliche Be-
deutung zumessen.

Die erstgenannte Auffassung wurde schon zur Zeit des ersten Aufkom-
mens der Methode des existentialen Schlieens von Kronecker vertreten, der
wohl zuerst den methodischen Standpunkt, den wir den finiten nennen, scharf
ins Auge gefat und nachdriicklich zur Geltung gebracht hat. Seine Ansétze
zur Erfiillung dieser methodischen Anforderung im Gebiete der Analysis blie-
ben jedoch fragmentarisch, auch fehlte es an einer genaueren philosophischen
Darlegung des Standpunktes. So ist insbesondere der oft zitierte Ausspruch
Kroneckers, die ganzen Zahlen habe Gott geschaffen, alles andere sei Men-
schenwerk, zur Motivierung der von Kronecker vertretenen Anforderungen
gar nicht geeignet:® Wenn die ganzen Zahlen von Gott geschaffen sind, so
sollte man doch denken, | daf das existentiale Schlieflen in Anwendung auf
die Zahlen zuléssig ist, wahrend doch Kronecker gerade die existentiale Be-
trachtungsweise schon bei den ganzen Zahlen ausschliefit.

Brouwer hat den Standpunkt Kroneckers nach zwei Richtungen weiter-
gefiihrt: einerseits in Hinsicht auf die philosophische Motivierung, | durch die
Aufstellung seiner Theorie des , Intuitionismus®,” andererseits dadurch, dafl
er gezeigt hat, wie man im Gebiete der Analysis und der Mengenlehre den
finiten Standpunkt zur Anwendung bringen und, durch eine Umgestaltung
der Begriffsbildungen und der Schlulweisen von Grund auf, diese Theorien
wenigstens zu einem betrachtlichen Teil auf finitem Wege begriinden kann.

Das Ergebnis dieser Untersuchung hat freilich seine negative Seite, indem
sich herausstellt, daBl man bei diesem Verfahren der finiten Behandlung der
Analysis und der Mengenlehre nicht nur erhebliche Komplikationen, sondern
auch starke Einbuflen an Systematik in Kauf nehmen mu$.

Die Komplikationen stellen sich bereits bei den ersten Begriffen der In-

8Der diesem Ausspruch angemessene methodische Standpunkt ist derjenige, den Weyl
in seiner Schrift Das Kontinuum (vide [?]])eingenommen hat.

9Es scheint mir im Interesse der Klirung der Diskussion angezeigt, den Ausdruck ,, Intui-
tionismus“ als Bezeichnung einer philosophischen Ansicht zu gebrauchen, im Unterschied
von dem Terminus ,finit“, der eine bestimmte Art des Schliefens und der Begriffsbildung
bezeichnet.
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finitesimalrechnung ein, wie dem der Beschréanktheit, dem der Konvergenz
einer Zahlenfolge, dem Unterschiede zwischen rational und irrational. Neh-
men wir z. B. den Begriff der Beschrinktheit einer Folge von ganzen Zahlen.
Nach der iiblichen Auffassung besteht die Alternative: entweder iibersteigt
die Folge jede Schranke, sie ist dann unbeschréankt, oder alle Zahlen der Fol-
ge liegen unterhalb einer Schranke, dann ist die Folge beschréankt. Um hier
eine finite Begriffshestimmung zu erhalten, miissen wir die Definition der
Beschranktheit und der Unbeschrianktheit folgendermaflen verschérfen: Eine
Folge heifle beschrankt, wenn wir eine Schranke fiir die Zahlen der Folge ent-
weder direkt oder durch Angabe eines Verfahrens aufzeigen kénnen; sie heifle
unbeschréankt, wenn ein Gesetz besteht, wonach notwendig jede Schranke von
der Folge iiberschritten wird, wenn also die Annahme einer Schranke fiir die
Folge auf eine Absurditét fiihrt.

Durch diese Fassung der Begriffe ist nun zwar der finite Charakter der
Definitionen erreicht, aber wir haben jetzt keine vollstdndige Disjunktion
zwischen dem Fall der Beschrianktheit und dem der Unbeschranktheit. Wir
kénnen daher aus einem Beweise, welcher die Annahme der Unbeschranktheit
einer Folge als unzuldssig widerlegt, noch nicht die Beschréinktheit der Folge
entnehmen, und ebensowenig kann ein Satz, der einerseits unter der Annah-
me der Be|schrianktheit einer gewissen Zahlenfolge, andererseits unter der
Annahme ihrer Unbeschranktheit bewiesen ist, damit schon als erwiesen gel-
ten.

| Zu derartigen Komplikationen, welche die gesamte Theorie durchziehen,
tritt noch als wesentlicherer Nachteil, dafl die allgemeinen Theoreme, durch
welche die Mathematik ihre systematische Ubersichtlichkeit erhilt, zum gros-
sen Teil hinféllig werden. So gilt zum Beispiel in der Brouwerschen Analysis
nicht einmal der Satz, daf jede stetige Funktion in einem endlichen, abge-
schlossenen Intervall einen Maximalwert besitzt.

Es erscheint als eine unberechtigte Zumutung von Seiten der Philosophie
an die Mathematik, dafl sie ihre einfachere und leistungsfahigere Methode
zugunsten einer beschwerlichen und an Systematik zuriickstehenden Methode
aufgeben solle, ohne durch eine innere Notigung dazu veranlafit zu sein. Durch
dieses Ansinnen wird uns der Standpunkt des Intuitionismus verdéchtig.

Sehen wir zu, worin die Hauptpunkte dieser von Brouwer entwickelten
philosophischen Ansicht bestehen. Diese enthélt zunéichst eine Charakteri-
sierung der mathematischen Evidenz. Mit dieser Charakterisierung befinden
sich unsere vorangegangenen Ausfiihrungen iiber die formale Abstraktion
in wesentlichen Punkten im Einklang, insbesondere in der Ankniipfung an
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Kants Lehre von der reinen Anschauung.

Eine Abweichung besteht freilich insofern, als nach der Auffassung Brou-
wers das Moment des Zeitlichen wesentlich zu der mathematischen Gegen-
standlichkeit gehort. Wir brauchen uns aber hier auf eine Diskussion iiber
diesen Punkt nicht einzulassen, da es auf die Stellung der Methodenfrage der
Mathematik keinen Einflufl hat, wie wir uns hieriiber entscheiden: was sich
fiir Brouwer als Konsequenz aus der Zeit-Gebundenheit des Mathematischen
ergibt, ist nichts anderes, als was wir aus der Gebundenheit der formalen Ab-
straktion an den konkret-anschaulichen Ausgangspunkt entnommen haben,
ndmlich eben die methodische Begrenzung des finiten Verfahrens.

Die entscheidenden Konsequenzen des Intuitionismus ergeben sich nun
erst aus der weiteren Behauptung, dafl jedwedes mathematische Denken, das
wissenschaftliche Geltung soll beanspruchen kénnen, sich anhand der mathe-
matischen Evidenz vollziehen miisse, dafl also die Grenzen der mathemati-
schen Evidenz zugleich Grenzen fiir das mathematische Denken iiberhaupt
seien.

Diese Forderung der Beschriankung des mathematischen Denkens auf das
anschaulich Evidente erscheint zunéchst als vollkommen berechtigt. Sie ent-
spricht ja der uns vertrauten Auffassung von der mathematischen Gewilheit.
Wir miissen jedoch bedenken, dafl diese uns geldufige Auffassung von der
Mathe|matik urspriinglich zusammengehorte mit einer philosophischen An-
sicht, fir welche die anschauliche Evidenz der | Grundlagen der Infinitesimal-
rechnung nicht in Frage stand. Von einer solchen Ansicht sind wir ja aber ab-
gegangen, da wir fanden, dafl die Postulate der Analysis sich nicht durch die
Anschauung verifizieren lassen, dafl ndmlich die von der Analysis zu Grunde
gelegte Vorstellung von unendlichen Gesamtheiten nicht in der Anschauung,
sondern nur im Sinne einer I/deenbildung fafibar ist.

Wir kénnen nun nicht erwarten, dafl diese neue Ansicht von den Grenzen
der anschaulichen Evidenz sich ohne weiteres mit der iiberkommenen Auffas-
sung von dem Erkenntnischarakter der Mathematik vertrédgt, vielmehr liegt
auf Grund unserer Feststellungen die Vermutung nahe, dafl die landlaufige
Auffassung von der Mathematik den Sachverhalt zu simpel darstellt, und
dal wir dem, was in der Mathematik vorliegt, von dem Standpunkt der Evi-
denz allein nicht gerecht werden kénnen, sondern hier dem Denken noch eine
eigene Rolle zuerkennen miissen.

Wir kommen so zu einer Unterscheidung zwischen dem elementar-mathe-
matischen Standpunkt und einem dariiber hinausgehenden systematischen
Standpunkt. Diese Unterscheidung ist keineswegs kiinstlich und etwa blof3
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ad hoc getroffen, vielmehr entspricht sie der Zweiheit der Ausgangspunkte,
von denen aus man zu der Arithmetik gefiihrt wird, ndmlich einerseits der
kombinatorischen Beschéftigung mit Verhéltnissen im Diskreten, und an-
dererseits der theoretischen Anforderung, welche von Seiten der Geometrie
und der Physik an die Mathematik gestellt wird.!® Das System der Arith-
metik entspringt ja keineswegs nur einer konstruierenden und anschaulich
betrachtenden Tétigkeit, sondern zum erheblicheren Teil der Aufgabe, die
geometrischen und physikalischen Vorstellungen von Menge, Flécheninhalt,
Beriihrung, Geschwindigkeit usw. begrifflich genau zu fassen und theoretisch
zu beherrschen. Die Methode der Arithmetisierung ist ein Mittel zu | diesem
Zweck. Um aber diesem Zweck zu dienen, mufl die Arithmetik ihren metho-
dischen Standpunkt von dem urspriinglichen elementaren Standpunkt der
Zahlenlehre zu einer syste|matischen Finstellung im Sinne der besprochenen
Postulate erweitern.

Die Arithmetik, welche den groflen Rahmen bildet, in welchen die geo-
metrischen und physikalischen Disziplinen eingeordnet werden, besteht nicht
einfach in dem elementar-anschaulichen Umgehen mit den Zahlen, sondern
sie hat selbst den Charakter einer Theorie, indem sie die Vorstellung der
Zahlengesamtheit als eines Systems von Dingen sowie auch der Gesamtheit
der Zahlenmengen zu Grunde legt. Diese systematische Arithmetik erfiillt
ihre Aufgabe aufs allerbeste, und es liegt in ihrem Verfahren kein Grund
des Anstofles vor, sofern wir uns nur dariiber klar sind, dafl wir hier nicht
den Standpunkt der elementaren Anschaulichkeit, sondern den einer Gedan-
kenbildung einnehmen, d. h. denjenigen Standpunkt, welchen Hilbert als den
axiomatischen bezeichnet.

Gegen dieses axiomatische Vorgehen besteht auch nicht etwa der Vor-
wurf der Willkiirlichkeit zu Recht, denn wir haben es bei den Grundlagen
der systematischen Arithmetik nicht mit einem beliebigen, nach Bedarf zu-

10Bemerkenswert ist, dafl bereits Jakob Friedrich Fries, der noch der mathematischen
Evidenz einen weit iiber das Finite hinausgehenden Bereich zuschrieb — insbesondere ist
nach seiner Ansicht die ,stetige Reihe des Groleren und Kleineren“ in reiner Anschauung
gegeben —, dennoch einen methodischen Unterschied machte zwischen der , Arithmetik
als einer Theorie“, welche die anschauliche Vorstellung der Grofle auf Begriffe bringt und
wissenschaftlich ausbildet, und der ,, Kombinationslehre oder Syntaktik“, welche einzig auf
dem Postulat der willkiirlichen Anordnung gegebener Elemente und ihrer willkiirlichen
Wiederholung beruht und die keiner Axiome bedarf, da ihre Operationen ,fiir sich un-
mittelbar verstindlich® sind. (Vgl. Fries: Mathematische Naturphilosophie, vide [?], S. m

)
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sammengestellten Axiomensystem zu tun, sondern mit einer naturgemdjen
systematischen FExtrapolation der elementaren Zahlenlehre, und die auf die-
ser Grundlage sich entwickelnde Analysis und Mengenlehre bildet eine schon
rein gedanklich ausgezeichnete Theorie, welche geeignet ist, als die Theorie
kot m’coxnr genommen zu werden, in welche wir die Lehrgebéude und die
theoretischen Ansétze der Geometrie und der Physik einordnen.

Wir kénnen somit das Veto, das der Intuitionismus gegen das Verfahren
der Analysis richtet, nicht anerkennen. Die Feststellung, mit der wir dem In-
tuitionismus zustimmen, dafl das Unendliche uns nicht anschaulich gegeben
ist, notigt uns wohl zu einer Modifikation unserer philosophischen Auffas-
sung von der Mathematik, nicht aber zu einer Umgestaltung der Mathematik
selbst.

Allerdings kehrt nun das Problem des Unendlichen wieder. Denn indem
wir eine Gedankenbildung als Ausgangspunkt der Arithmetik nehmen, haben
wir etwas Problematisches eingefiihrt. Ein gedanklicher Ansatz, mag er noch
so plausibel und vom systematischen Gesichtspunkt aus naturgeméf sein,
enthélt an sich noch nicht die Gewéhr seiner widerspruchsfreien Durchfithrbar-
keit. Indem wir die Idee der unendlichen Gesamtheit der Zahlen und der Zah-
lenmengen fassen, ist damit noch nicht ausgeschlossen, dafl diese Idee etwa in
ihren Konsequenzen auf einen Widerspruch fiihrte. Es bleibt also die Frage |
der |, Widerspruchsfreiheit, der ,, Konsistenz“!! des Systems der Arithmetik
zu untersuchen.

Der Intuitionismus will uns diese Aufgabe ersparen, indem er die Ma-
thematik auf den Bereich der finiten Betrachtung einschrankt; diese Aus-
schaltung der Problematik geschieht aber um einen zu hohen Preis: Das
Problem fallt weg, aber es geht auch die systematische Einfachheit und
Ubersichtlichkeit der Analysis verloren.

1Es mag hier angeregt sein, diesen von Cantor speziell in Bezug auf Mengenbildungen
gebrauchten Ausdruck allgemein mit Bezug auf irgendwelche theoretischen Ansétze zu
verwenden.
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3 Die Problematik der logistischen Theorie —
Wert der logistischen Einordnung der Arith-
metik

In ganz anderer Weise glauben die Vertreter des logistischen Standpunk-
tes sich mit diesem Problem abfinden zu kénnen. Mit der Ertrterung dieses
Standpunktes kniipfen wir an unsere fritheren Betrachtungen iiber die Logi-
stik an. Dort kam es darauf an, zu erkennen, daf§ in die deduktive Logik be-
reits auschauliche Evidenz eingeht, und daf die logischen Anzahl-Definitionen
nicht etwa die Anzahlbegriffe als solche von spezifisch logischer Natur (als rei-
ne Reflexionsbegriffe) erweisen, sondern vielmehr nur logische Normierungen
elementarer Strukturbegriffe sind.

Diese Uberlegungen betreffen die Abgrenzung des Logischen im engeren
Sinne von dem Formalen. Aber mit der Anerkennung des formalen Elemen-
tes in der Logik ist die Methodenfrage der Logistik noch keineswegs abge-
schlossen. Die Logistik begniigt sich ja nicht mit der theoretischen Entwick-
lung der Lehre von den Schliissen, sondern, wie schon erwdhnt ist, macht
sie sich tiberdies zur Aufgabe, die gesamte Arithmetik in den logischen For-
malismus einzuordnen. Diese Einordnung findet in der Weise statt, dafl man
zunéchst in der frither beschriebenen Weise die Anzahlen als Figenschaften
von Préadikaten einfithrt und ferner — wie hier nicht genauer ausgefiihrt wer-
den soll — die Bildungsweise der Zahlenmengen mit den Mitteln des logischen
Formalismus zum Ausdruck bringt, wobei man eine jede Menge durch ein sie
definierendes Préadikat ersetzt. An die Stelle der Gesamtheit aller Zahlen-
Mengen tritt so die Gesamtheit der Zahlen-Pradikate.

Es gelingt auf diese Weise in der Tat, jedem arithmetischen Satz einen

A4a7  Satz aus dem Bereiche der theoretischen Logik zuzuordnen, in welchem | aus-
ser den Variablen nur ,logische Konstanten“, d.h. logische Grundoperatio-
nen wie die Konjunktion, die Negation, die Form der Allheit usw. auftreten.

355 | Nun ist klar, daB allein durch diese Ubersetzung der Arithmetik in den
logischen Formalismus das Problem des Unendlichen noch nicht gelést wer-
den kann. Wenn die theoretische Logik das System der Arithmetik deduktiv
gewinnt, so miissen in ihrem Verfahren entweder ausgesprochenermafien oder
verdeckt Voraussetzungen enthalten sein, durch welche die Einfiihrung des
Aktual-Unendlichen zustande kommt.

Die Rechenschafts-Ablegung iiber diese Voraussetzungen und die Stel-
lungnahme zu ihnen bildete von Anbeginn den schwachen Punkt der Logistik.
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So waren Frege und Dedekind, deren Beweisfithrungen und Uberlegungen
sonst iiberall durch duflerste Préazision und Strenge ausgezeichnet sind, ganz
unbedenklich in dem, was sie als vermeintlich selbstverstéandliche Vorausset-
zung dem Standpunkt der allgemeinen Logik zu Grunde legten, ndmlich in
der Vorstellung von einer abgeschlossenen Gesamtheit aller iiberhaupt denk-
baren logischen Objekte.

Diese Vorstellung wiirde freilich, wenn sie sich halten liefle, systematisch
noch befriedigender sein als die spezielleren Postulate der Arithmetik. Be-
kanntermaflen mufite sie auf Grund der Widerspriiche, zu denen man durch
sie gefiihrt wurde, fallengelassen werden. Die Logistik verzichtet seither dar-
auf, die Existenz einer unendlichen Gesamtheit zu beweisen und stellt viel-
mehr ausdriicklich ein Unendlichkeitsaziom auf.

Dieses Unendlichkeitsaxiom reicht aber als Voraussetzung zur Gewin-
nung der logisch gefafiten Arithmetik noch nicht aus. Wir wiirden damit
nur dasjenige erhalten, was sich aus der Anwendung unseres ersten Postu-
lates, der Zuléssigkeit des existentialen Schlieflens in bezug auf die ganzen
Zahlen ergibt. Um auch unserem zweiten Postulat zu entsprechen, wird noch
etwas Weiteres erfordert, ndmlich die Anwendung des existentialen Schliefens
in Bezug auf Prddikate. Die Berechtigung dieses Verfahrens kann zunéchst
als logisch selbstverstédndlich erscheinen, und fiir die Auffassung, die Fre-
ge und Dedekind zu Grunde legten, steht sie in der Tat ganz aufler Frage.
Mit der Preisgabe der Vorstellung von der Gesamtheit aller logischen Ge-
genstédnde wird aber auch die Vorstellung von der Gesamtheit aller Pradikate
problematisch, und bei ndherem Zusehen zeigt sich hierin eine besondere
grundsétzliche Schwierigkeit.

Némlich dem eigentlich logischen Standpunkt entspricht es, dal wir die
Gesamtheit der Pradikate als eine solche auffassen, welche zum wesentli-
chen Teil erst im Rahmen des Systems der Logik zustande | kommt, in der
Weise, dafl auf gewisse vorlogische, etwa aus der Anschauung entnommene
Ausgangs-Préadikate die logischen Bildungsprozesse angewandt werden. Es
werden nun | durch die Bezugnahme auf die Gesamtheit der Priadikate wie-
derum Préadikate gewonnen. Ein Beispiel hierfiir bildet die frither erwédhnte
Fregesche Definition der endlichen Zahl:  Eine Zahl n heifit endlich, wenn auf
n jedes Préadikat zutrifft, welches auf die Zahl 0 zutriftft, und welches, wenn es
auf eine Zahl a zutrifft, auch auf die néchstfolgende Zahl zutrifft.“ Hier wird
das Préadikat der Endlichkeit definiert mit Bezugnahme auf die Gesamtheit
aller Préadikate.
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Derartige Definitionen — man nennt sie impréidikativ'? — treten allenthal-
ben in der Grundlegung der Arithmetik, und zwar gerade an entscheidenden
Stellen auf.

Nun ist an sich gar nichts dagegen einzuwenden, dafl man ein Ding aus
einer Gesamtheit durch eine Eigenschaft bestimmt, welche sich auf diese Ge-
samtheit bezieht. So ist z. B. in der Gesamtheit der Zahlen eine bestimmte
Zahl durch die Eigenschaft definiert, daf sie die grofite unter allen den Prim-
zahlen ist, deren 1000-faches grofler ist als das 1001-fache der vorangehenden
Primzahl.?

Aber Voraussetzung ist dabei, daf} die betreffende Gesamtheit unabhdngig
von den auf sie Bezug nehmenden Definitionen bestimmt ist; sonst geraten
wir in einen fehlerhaften Zirkel.

Diese Vorbedingung kann jedoch gerade beim Fall der Gesamtheit der
Pradikate und der auf sie bezogenen imprédikativen Definitionen nicht ohne
weiteres als erfiillt gelten, denn der Umkreis der Pradikate bestimmt sich ja —
gemif der hier erérterten Auffassung — durch die | logischen Bildungsgesetze,
und zu diesen gehoren auch die impréadikativen Definitionen.

Zur Vermeidung des fehlerhaften Zirkels wiirde es allerdings geniigen,
wenn sich zeigen liefle, dafl jedes durch eine impridikative Definition ein-
gefithrte Pradikat auch anderweitig ., pradikativ definiert werden kann. Ja,
man wiirde sogar mit einem schwécheren Satz auskommen. Da namlich bei
der | logischen Grundlegung der Arithmetik ein Priadikat immer nur seinem
Umfange nach betrachtet wird, d.h. in Hinsicht auf die Menge der Dinge,
auf die es zutrifft, so brauchten wir nur zu wissen, dafl ein jedes durch eine
imprédikative Definition eingefiihrte Pradikat umfangsgleich ist mit einem
pradikativ definierten Pradikat.

12Der Terminus rithrt von Poincaré her, der im Unterschiede von den andern Kritikern
der Mengenlehre, welche fast alle nur das Auswahlaxiom im Auge hatten, den Gesichts-
punkt der impréidikativen Definition in die Diskussion brachte, und auf diesen das Gewicht
legte. Seine Kritik war jedoch insofern anfechtbar, als er den Gebrauch der imprédikativen
Definitionen als eine von der Mengenlehre eingefiithrte Neuerung hinstellte. Zermelo konn-
te ihm entgegenhalten, dafl bereits in den tiblichen, von Poincaré durchaus anerkannten
SchluBlweisen der Analysis die imprédikativen Definitionen wesentlich auftreten.

Seitdem haben insbesondere Russell und Weyl die Rolle der impréidikativen Definition
in der Analysis eingehend erdrtert und zur vollen Deutlichkeit gebracht.

13Das Beispiel ist so gewiihlt, daB die Bezugnahme auf die Gesamtheit der Zahlen nicht
ohne weiteres eliminiert werden kann, wie dieses bei den meisten einfacheren Beispielen
der Fall ist.

33



A50

358

Dieses Postulat wurde von Russell, welcher die in den imprédikativen
Definitionen vorliegende Schwierigkeit mit aller Deutlichkeit erkannte, als
neben das Unendlichkeitsaxiom gestellt.

Wie aber haben wir dieses Axiom der Reduzibilitdt aufzufassen? Aus
seiner Formulierung geht nicht hervor, ob damit ein logisches Gesetz oder
eine auflerlogische Annahme ausgesprochen sein soll.

Im ersten Fall, wenn das Reduzibilitits-Axiom der Ausdruck eines logi-
schen Gesetzes wire, miiite seine Geltung unabhéngig davon sein, was fiir ein
Bereich von vorlogischen Ausgangsprédikaten zu Grunde gelegt wird, — vor-
ausgesetzt wenigstens, dafl dieser Bereich dem Unendlichkeitsaxiom geniigt.
Das wiirde aber besagen, dafl eine axiomatische Theorie, in welcher die For-
men des allgemeinen und des existentialen Urteils (das existentiale Schlie-
Ben) nur auf die Gegensténde, nicht aber auf die Priadikate angewendet wer-
den, keiner Erweiterung ihres Prédikatenbereiches durch Einfithrung von im-
pradikativen Definitionen fihig ist, sofern nur das Axiomensystem so beschaf-
fen ist, dafl es zu seiner Erfiillung ein unendliches System von Gegenstdnden
erfordert.

Von der Giiltigkeit eines solchen Satzes ist aber keine Rede. Man kann
sich leicht Beispiele konstruieren, welche diese Behauptung widerlegen.

Ein solches Beispiel liefert insbesondere die Dedekindsche Einfiihrung des Zahlenbe-
griffs. Dedekind geht aus von einem System, worin ein Ding 0 ausgezeichnet ist und welches
eine umkehrbar eindeutige Abbildung auf eine Teilmenge gestattet, zu der jenes Ding 0
nicht gehort. Stellen wir nun diese Abbildung durch ein Priadikat mit 2 Subjekten dar und
formulieren wir die verlangten Eigenschaften dieses Préidikates als Axiome, so erhalten wir
damit ein elementares Axiomensystem, welches in seinen Axiomen keine Bezug|nahme auf
die Gesamtheit der Priddikate enthélt und das ferner nur durch ein unendliches System
von Gegensténden erfiillt werden kann. Betrachten wir nun den Dedekindschen Begriff der
Zahl; seine Definition 148t sich, indem wir sie aus der Sprache der Mengentheorie in die der
Pradikatentheorie tibersetzen, ganz analog zu Freges Definition der endlichen Zahl formu-
lieren: ,ein Ding n unseres Systems ist eine Zahl, wenn auf n jedes Pradikat zutrifft, das
auf 0 zutrifft und das, wenn es auf ein Ding a unseres Systems zutrifft, auch auf dasjenige
Ding zutrifft, welches dem Ding a bei der umkehrbar eindeutigen Abbildung zugeordnet
ist.“ Diese Definition ist impréadikativ; und man kann sich iiberlegen, dafl es nicht moglich
ist, zu dem hierdurch definierten Begriff ,,Zahl-Sein® ein umfangsgleiches Pradikat durch

eine pridikative Definition aus den Grundelementen der Theorie zu gewinnen.!* |

14Ein anderes Beispiel hat Waismann (in einer Note iiber ,,Die Natur des Reduzibilitéits-
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Wir finden somit, daf} fiir das Reduzibilitats-Axiom nur die zweite Deu-
tung in Betracht kommt, wonach es eine Anforderung an den Ausgangsbereich
der vorlogischen Prddikate zum Ausdruck bringt.

Mit der Einfiihrung einer solchen Voraussetzung verzichtet man aber auf
die Auffassung, daf§ der Bereich der Priadikate durch die logischen Prozesse
erzeugt wird. Die Absicht einer eigentlich logischen Priadikaten-Theorie wird
damit aufgegeben.

Entschliet man sich einmal hierzu, so erscheint es natiirlicher und an-
gemessener, zu derjenigen Vorstellung von der logischen Funktion zuriickzu-
kehren, die dem Standpunkt von Schroder entspricht: man denkt sich eine
logische Funktion als eine Verteilung der Werte ,,wahr® und ,,falsch* auf die
Dinge des Individuumbereiches. Ein jedes Préadikat definiert eine solche Ver-
teilung; aber die Gesamtheit der Wertverteilungen wird als eine unabhdingig
von den begrifflichen Definitionen bestehende kombinatorische Mannigfaltig-
keit, nach Analogie zum Endlichen, gedacht.

Durch diese Auffassung wird das Zirkelhafte bei den impréadikativen De-
finitionen der theoretischen Logik beseitigt; wir brauchen nur eine jede Aus-
sage iiber die Gesamtheit der Priadikate zu ersetzen durch die entsprechende
Aussage iiber die Gesamtheit der logischen Funktionen. Das Axiom der Re-
duzibilitdt wird somit entbehrlich.

Diesen Schritt hat nun tatséchlich die logistische Schule auf Anregung
von Wittgenstein und Ramsey vollzogen, von denen insbesondere geltend ge-
macht wird, dal man zur Vermeidung der Widerspriiche, welche mit dem Be-
griff der Menge aller mathematischen | Gegensténde zusammenhéngen, nicht
notig hat, eine Unterscheidung der Priadikate nach der Art ihrer Definition
vorzunehmen, wie es Whitehead und Russell in den Principia Mathematica
getan haben, sondern dafl es geniigt, die Definitionsbereiche der Pradikate
deutlich abzugrenzen, so dafl man unterscheidet zwischen den Pradikaten von
Individuen, den Priadikaten der Prédikate, den Prédikaten der Pradikate von
Pradikaten usw.

So ist man von der Stufentheorie der Principia Mathematica zu den ein-
facheren Auffassungen von Cantor und Schroder zuriickgekehrt.

Man darf sich nun aber nicht dariiber tduschen, dafl man sich hiermit
von dem Standpunkt der logischen Selbstverstédndlichkeit weit entfernt hat.
Die Voraussetzungen, welche so der theoretischen Logik zu Grunde gelegt

Axioms* (vide [?])) angegeben. Dieses bedarf jedoch einer Modifikation.
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werden, sind | prinzipiell von ganz derselben Art wie die Grundpostulate der
Analysis und diesen auch inhaltlich vollkommen analog: der Vorstellung der
Zahlenreihe als unendlicher Gesamtheit entspricht in der logischen Theorie
das Unendlichkeitsaxiom, und anstatt des Inbegriffs aller Zahlenmengen wird
hier der Inbegriff aller (auf den ,, Individuenbereich® oder auf einen bestimm-
ten Priadikatenbereich bezogenen) logischen Funktionen postuliert.

Es wird also bei der Einordnung der Arithmetik in das System der theore-
tischen Logik an Voraussetzungen nichts gespart. Diese Einordnung hat gar
nicht, wie man zunéchst meinen sollte, die Bedeutung einer Zuriickfithrung
der Postulate der Arithmetik auf geringere Voraussetzungen; ihr Wert liegt
vielmehr darin, daf§ die mathematische Theorie durch ihre Vereinigung mit
dem logischen Formalismus auf eine breitere Basis gestellt wird.

Die Theorie gewinnt hierdurch zunéchst einen hoheren Grad von me-
thodischer Auszeichnung, indem sich zeigt, dafl ihre Voraussetzungen nicht
nur aus der anschaulichen Zahlenlehre durch eine naturgeméfie Extrapola-
tion erhalten werden, sondern sich gleichermafien auch ergeben, indem wir
die Umfangslogik im Sinne einer Ausdehnung auf unendliche Gesamtheiten
extrapolieren.

Auflerdem aber bekommen wir durch den Anschlufl der Arithmetik an
die theoretische Logik einen Einblick in den Zusammenhang der Prozesse
der Mengenbildung mit den logischen Grundoperationen, und die logische
Struktur der Begriffsbildung und der Schliisse tritt deutlicher hervor.

So wird insbesondere der Sinn des Auswahlprinzips erst an Hand des lo-
gischen Formalismus vollkommen verstdndlich. Wir konnen das Prinzip in
folgender Form aussprechen: Wenn B(z,y) ein (in einem bestimmten Berei-
che definiertes) Pradikat mit zwei Subjekten ist und | wenn es zu jedem Ding
x des Definitionsbereiches mindestens ein Ding y dieses Bereiches gibt, fiir
welches B(x,y) zutrifft, so gibt es (mindestens) eine Funktion y = f(x) von
der Beschaffenheit, da8 fiir jedes Ding = des Definitionsbereiches von B(z,y)
der Wert f(x) wieder ein Ding dieses Bereiches ist, und zwar ein solches, fiir
das B(x, f(x)) zutrifft.

Uberlegt man sich, was diese Behauptung fiir den speziellen Fall eines
zweizahligen Subjektbereiches besagt, dessen Dinge wir durch die Zahlen 0, 1
reprasentieren konnen und bei dem iiberhaupt nur vier verschiedene Wert-
verldufe von Funktionen y = f(z) in Betracht kommen, so findet man, daf§
die Behauptung sich als eine einfache Anwendung des einen von den distri-
butiven Gesetzen ergibt, welche fiir die Beziehung zwischen Konjunktion und
Disjunktion gelten, ndmlich des folgenden elementar-logischen Satzes: ,, Wenn
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A | besteht und wenn auflerdem B oder C' besteht, so besteht entweder A
und B, oder es besteht A und C.“1°

Auch im Falle irgendeiner bestimmten endlichen Anzahl von Dingen des
Subjektbereiches folgt die Behauptung des Auswahlprinzips aus diesem dis-
tributiven Gesetz. Die allgemeine Behauptung des Auswahlprinzips ist also
nichts anderes als die Ausdehnung eines elementar-logischen Gesetzes fiir die
Konjunktion und Disjunktion auf unendliche Gesamtheiten, und das Aus-
wahlprinzip bildet somit eine Ergénzung zu den logischen Regeln, welche das
allgemeine und das existentiale Urteil betreffen, d. h. der Regeln des existen-
tialen Schliefens, deren Anwendung auf unendliche Gesamtheiten ja ebenfalls
die Bedeutung hat, dafl gewisse elementare Gesetze fiir die Konjunktion und
Disjunktion auf das Unendliche iibertragen werden.

Gegeniiber diesen Regeln des existentialen Schlieffens kommt dem Aus-
wahlprinzip nur insofern eine Sonderstellung zu, als es zu seiner Formulierung
den Funktions-Begriff erfordert, der seinerseits auch durch das Auswahlprin-
zip erst seine hinléngliche implizite Charakterisierung erhélt.

Dieser Funktionsbegrift entspricht dem Begriff der logischen Funktion,
nur mit dem Unterschiede, dafl als Funktionswerte nicht ,,wahr* und ,,falsch®,
sondern die Dinge des Subjektbereiches genommen werden. Die Gesamtheit
der Funktionen, um die es sich hier handelt, ist also die Gesamtheit aller
moglichen ,,Selbstbelegungen® des Subjektbereiches.

| Im Sinne dieses Funktionsbegriffes bedeutet die Existenz einer Funktion
von der Eigenschaft E noch keineswegs, dafl eine Begriffsbildung existiert,
durch welche eine bestimmte Funktion von der Eigenschaft E eindeutig fest-
gelegt wird. Mit der Beachtung dieses Umstandes werden die iiblichen Ein-
wendungen gegen das Auswahlprinzip hinfillig, die zumeist darauf beruhen,
da man durch den Namen ,, Auswahlprinzip“ zu der Meinung verfithrt wird,
als ob mit diesem Prinzip die Moglichkeit einer Auswahl behauptet sei.

Zugleich erkennen wir, dafl die Voraussetzung, die in dem Auswahlprinzip
ihren Ausdruck findet, grundsétzlich nicht hinausgeht iiber die Auffassung,
die wir auch sonst schon dem Verfahren der theoretischen Logik zu Grun-
de legen miissen, um es ohne die Einfithrung eines Reduzibilitats-Axioms
zirkelfrei deuten zu konnen.

Dieser Feststellung kénnen wir freilich auch die entgegengesetzte Beto-
nung geben: Die Strittigkeit des Auswahlprinzips, dessen Aufstellung im Sin-

Das ,,oder* ist hier beidemal nicht im Sinne des ausschlieBenden ,,oder“, sondern des
lateinischen ,,vel“ gemeint. Der Satz gilt allerdings auch fiir das ausschliefende ,,oder*.

37



361

A54

ne der konsequenten Ausgestaltung des Standpunktes der theoretischen Logik
liegt, | bringt uns das Problematische dieses Standpunktes besonders nach-
driicklich zum BewuBtsein.

Das ist ja auch das Ergebnis, zu dem uns die Betrachtung der logisti-
schen Grundlegung der Arithmetik gefiihrt hat, dafl dieses Verfahren der
Einordnung der Arithmetik in die theoretische Logik zwar wohl eine breitere
Grundlage fiir die arithmetische Theorie schafft und zur inhaltlichen Motivie-
rung ihrer Voraussetzungen beitrigt, dafl es aber nicht hinausfiihrt {iber den
methodischen Standpunkt des ideellen Ansatzes, d.h. iiber den Standpunkt
der Axiomatik.

Das Problem des Unendlichen wird auf diese Weise zwar formuliert, aber
nicht gelost. Denn es bleibt eben dahingestellt, ob die als Voraussetzung fiir
den Aufbau der Analysis und Mengenlehre postulierten Analogien zwischen
dem Endlichen und dem Unendlichen einen zuldssigen, d. h. widerspruchsfrei
durchfiithrbaren Gedankenansatz bilden.

Diese Frage, welche der Intuitionismus durch die Ausschaltung der pro-
blematischen Voraussetzungen vermeiden will, und deren Berechtigung die
Logisten zumeist bestreiten, indem sie einen grundséatzlichen Unterschied
zwischen dem Endlichen und dem Unendlichen iiberhaupt nicht anerkennen,
wird durch die Hilbertsche Beweistheorie positiv in Angriff genommen.

4 Die Hilbertsche Beweistheorie

Um die Leitgedanken der Beweistheorie besser aufzufassen, wollen wir uns
zundchst noch einmal vergegenwirtigen, welcher Art die hier | zu lésende
Aufgabe ist. Es handelt sich darum, die mathematische Ideenbildung, auf
welcher das Lehrgebdude der Arithmetik beruht, als widerspruchsfrei zu er-
weisen.

Man hat von philosophischer Seite mehrfach die Frage aufgeworfen, ob es
denn zur Rechtfertigung dieser Ideenbildung mit dem Nachweise der Wider-
spruchsfreiheit allein getan sei. Diese Fragestellung ist aber irrefithrend; sie
tragt nicht der Tatsache Rechnung, daf3 die wissenschaftliche Motivierung des
theoretischen Ansatzes der Arithmetik zum wesentlichen Teil bereits durch
die Wissenschaft geleistet ist, und dal der Nachweis der Widerspruchsfreiheit
gerade eben dasjenige Desiderat ist, dessen Erfiillung allein noch aussteht.

Das Gebdude der Arithmetik ist auf der Grundlage von Gedanken errich-
tet, welche fiir die wissenschaftliche Systematik iiberhaupt von mafigeben-
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der Bedeutung sind, ndmlich dem Prinzip der Erhaltung (,Permanenz®) der
Gesetzlichkeiten, welches hier als das Postulat der unbeschrinkten Anwend-
barkeit der {iblichen logischen Formen des Urteilens und Schlieens auftritt,
und der Forderung einer rein objektiven Fassung der Theorie, durch welche
diese losgelost wird von jeder Bezugnahme auf unser Erkennen.

| In der grundsétzlichen methodischen Bedeutung dieser Anforderungen
liegt die innere Motivierung und Auszeichnung des Ansatzes der arithme-
tischen Theorie.

Zu dieser inneren Motivierung tritt die glinzende Bewédhrung des Ge-
dankensystems der Arithmetik im Sinne seiner deduktiven Fruchtbarkeit,
seines systematischen Erfolges und der Einhelligkeit seiner Konsequenzen.
Die Eignung dieses Gedankensystems zur Beherrschung der Anzahl- und
der Groflenverhéltnisse ist eklatant. Die Systematik des groBartigen Lehr-
gebiudes, welches durch die Vereinigung der Funktionentheorie mit der Zah-
lentheorie und der Algebra zustande kommt, hat nicht ihresgleichen. Und
als umfassender Begriffsapparat fiir die naturwissenschaftlichen Theorien-
Bildungen erweist sich die Arithmetik nicht nur als geeignet zur Formulierung
und Entwicklung der Gesetze, sondern sie wird auch mit groBem Erfolge, in
einem frither ungeahnten Ausmafle, zum Aufsuchen der Gesetze herangezo-
gen.

Was ferner die Einhelligkeit der Konsequenzen betrifft, so ist diese durch
die intensive theoretische Durcharbeitung und die vielfache numerische An-
wendung der Analysis aufs beste erprobt.

Woran es hier noch fehlt, das ist nur, daf§ an Stelle des blofl empirischen,
durch mannigfaches Ausprobieren gewonnenen Vertrauens auf die Konsistenz
der arithmetischen Theorie, d.h. auf die durchgéngige Einstimmigkeit ihrer
Ergebnisse, eine wirkliche Einsicht in diese | Konsistenz erlangt werde, und
dieses zu bewirken ist die Aufgabe des Nachweises der Widerspruchsfreiheit.

Die Situation ist also nicht etwa derart, daf§ durch den Nachweis der Wi-
derspruchsfreiheit das Gedankensystem der Arithmetik iberhaupt erst eta-
bliert werden miifite, sondern die Aufgabe dieses Nachweises besteht aus-
schliellich darin, uns in betreff dieses schon durch innere Griinde der Syste-
matik motivierten und in seiner Handhabung als geistiges Riistzeug aufs beste
bewihrten Gedankensystems die volle, einsichtige Gewiflheit zu verschaffen,
daB es nicht durch eine Unstimmigkeit seiner Konsequenzen zu Falle kommen
kann.

Wenn dieses gelingt, so wissen wir, dal die Idee des abgeschlossenen Un-
endlichen sich in konsequenter Weise durchfiihren 148t. Und wir kénnen uns
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dann auf die Ergebnisse der Anwendung der arithmetischen Grundpostulate
gerade so verlassen, wie wenn wir in der Lage wéren, diese anschaulich zu
verifizieren. Denn indem wir die Widerspruchsfreiheit der Anwendung die-
ser Postulate erkennen, ergibt sich zugleich, daf§ ein aus ihnen gefolgerter,
anschaulich, d. h. im finiten Sinne deutbarer Satz niemals einer anschaulich
erkennbaren Tatsache widersprechen kann. Bei einem finiten Satz ist aber die
| Feststellung seiner Unwiderleglichkeit gleichbedeutend mit der Feststellung
seiner Wahrheit.

Aus dieser Betrachtung iiber das Erfordernis und den Zweck des Nach-
weises der Widerspruchsfreiheit geht nun insbesondere hervor, dafl es bei
diesem Nachweis auf nichts anderes ankommt, als im buchstédblichen Sin-
ne des Wortes die Widerspruchsfreiheit der arithmetischen Theorie, d. h. die
Unmdglichkeit ithrer immanenten Widerlequng einzusehen.

Es war das Neue an Hilberts Vorgehen, daf§ er sich auf diese Problemstel-
lung beschréankte, wihrend man vordem einen Beweis fiir die Widerspruchs-
freiheit einer axiomatischen Theorie immer in dem Sinne gefiihrt hatte, dafl
man damit zugleich positiv die Erfiillung der Axiome durch gewisse Objek-
te aufzeigte. Fiir diese Methode der Aufweisung bietet sich beim Fall der
Arithmetik keine Handhabe, insbesondere fiihrt der Fregesche Gedanke, die
aufzuweisenden Objekte aus dem Gebiete der Logik zu entnehmen, deshalb
nicht zum Ziel, weil, wie wir uns klargemacht haben, die Anwendung der
iiblichen Logik auf das Unendliche ebenso problematisch ist wie die als wi-
derspruchsfrei zu erweisende Arithmetik. Die Grundpostulate der arithme-
tischen Theorie betreffen ja gerade die erweiterte Anwendung der iiblichen
Formen des Urteilens und Schlieens.

Indem wir uns diesen Umstand vergegenwéirtigen, werden wir | gerade-
wegs auf das erste Leitprinzip der Hilbertschen Beweistheorie gefiihrt: Dieses
besagt, dafl wir beim Nachweis der Widerspruchsfreiheit der Arithmetik die
Gesetze der Logik, so wie sie in der Arithmetik angewandt werden, in den
Bereich des als widerspruchsfrei zu Erweisenden einzubeziehen haben, so dafl
sich der Nachweis der Widerspruchsfreiheit gemeinsam auf Logik und Arith-
metik erstreckt.

Zur Durchfiithrung dieses Gedankens ist nun bereits durch die Einord-
nung der Arithmetik in das System der theoretischen Logik der erste we-
sentliche Schritt getan. Auf Grund dieser Einordnung kommt die Aufgabe
des Nachweises der Widerspruchsfreiheit der Arithmetik darauf hinaus, die
theoretische Logik als widerspruchsfrei zu erkennen, oder mit anderen Wor-
ten, die Widerspruchsfreiheit des Unendlichkeitsaxioms, der impréadikativen
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Definition und des Auswahlprinzips festzustellen.

Es empfiehlt sich hierbei, an die Stelle des Russellschen Unendlichkeits-
axioms die Dedekindsche Charakterisierung des Unendlichen zu setzen.

Das Russellsche Unendlichkeitsaxiom fordert fiir jede endliche Zahl n (im Sinne der
Fregeschen Definition der endlichen Anzahl) die Existenz eines n-zahligen Priidikates, wo-
mit implizite auch die Unendlichkeit des Individuenbereiches (des Ausgangsbereiches der
Dinge) gefordert ist. Nun ist es eine unnotige und auch vom grundsétzlichen Standpunkte
zu beanstandende Komplikation, dafl hier drei Unendlichkeiten in verschiedenen Schichten
neben|einanderlaufen: die der unendlich vielen Dinge des Individuenbereiches, ferner die
der unendlich vielen Priadikate und dann die daraus sich ergebende der unendlich vielen
Anzahlen, welche ja als Priadikate von Pridikaten definiert werden.

Diese Vielfiiltigkeit konnen wir vermeiden, indem wir die Unendlichkeit des Indivi-
duenbereiches, anstatt durch eine unendliche Reihe von Pridikaten mit einem Subjekt,
durch ein einziges Pradikat mit zwei Subjekten festlegen, nédmlich ein solches, das eine
umkehrbar eindeutige Abbildung des Individuenbereiches auf einen echten (d.h. minde-
stens ein Ding ausschlieenden) Teilbereich liefert. Die Einfithrung dieser Dedekindschen
Charakterisierung des Unendlichen gestaltet sich am einfachsten und elementarsten, wenn
wir die umkehrbar eindeutige Abbildung nicht durch ein Existenzaxiom postulieren, son-
dern gleich explizite einfiihren, indem wir ein Ausgangsding und einen Grundprozef} als
Grundelemente der Theorie nehmen.

Auf diese Weise wird erreicht, dafl die Zahlen nicht erst als Priadikate von Pradikaten,

sondern schon als Dinge des Individuenbereiches auftreten.

Doch diese Erwédgung bezieht sich bereits auf die besondere Art der
Ausfithrung des systematischen Aufbaues, in betreff dessen mehrere We-
ge offenstehen. Wir miissen uns aber noch ganz allgemein dariiber | ori-
entieren, wie denn iiberhaupt ein Nachweis der Widerspruchsfreiheit in dem
gewiinschten Sinne gefiihrt werden kann. Diese Moglichkeit ist nicht ohne wei-
teres ersichtlich. Denn wie sollen alle méglichen Schlufifolgerungen iiberblickt
werden, die sich aus den Voraussetzungen der Arithmetik bzw. der theoreti-
schen Logik ergeben?

Hier kommt nun die Untersuchung der mathematischen Beweise mit Hilfe
des logischen Kalkiils entscheidend zur Geltung. Dieser hat gezeigt, daf die
Begriffsbildungen und Schlulweisen, die in den Theorien der Analysis und
der Mengenlehre angewandt werden, auf eine begrenzte Anzahl von Prozessen
und Regeln zuriickfiithrbar sind, so dafl es gelingt, diese Theorien im Rahmen
einer genau abgegrenzten Symbolik restlos zu formalisieren.

Aus der Moglichkeit dieser Formalisierung, die urspriinglich nur zum
Zweck der genaueren logischen Analyse der Beweise betrieben wurde, hat
nun Hilbert die Folgerung gezogen — dieses ist der zweite Leitgedanke seiner
Beweistheorie —, dafl die Aufgabe des Nachweises der Widerspruchsfreiheit
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der Arithmetik ein finites Problem ist.

Ein Widerspruch in der inhaltlichen Theorie muf} sich ndmlich an Hand
der Formalisierung in der Weise geltend machen, dafi geméfl den Regeln des
Formalismus zwei Formeln ableitbar sind, von denen die eine aus der an-
dern durch denjenigen Prozefl hervorgeht, welcher das formale Abbild der
Negation bildet. Die Behauptung der Widerspruchsfreiheit ist daher gleich-
bedeutend mit der Behauptung, dafl zwei Formeln, die in der genannten
Beziehung stehen, nicht beide nach den Regeln des Formalismus abgeleitet
werden konnen. Diese | Aussage hat aber grundsétzlich denselben Charakter
wie irgendein allgemeiner Satz der finiten Zahlenlehre, z. B. der Satz, dafl
es unmoglich ist, drei ganze (von 0 verschiedene) Zahlen a,b, ¢ anzugeben,
zwischen denen die Bezichung a® + b® = ¢® besteht.

Der Nachweis der Widerspruchsfreiheit fiir die Arithmetik kommt somit
in der Tat auf ein finites Problem der Schlufilehre hinaus. Die finite Untersu-
chung, welche die formalisierten Theorien der Mathematik zum Gegenstand
hat, wird von Hilbert als Metamathematik bezeichnet. Die Aufgabe, wel-
che der Metamathematik gegeniiber dem System der Mathematik zufallt,
ist analog der, welche Kant der Vernunftkritik gegeniiber dem System der
Philosophie zugewiesen hat.

Im Sinne dieses methodischen Programms ist die Beweistheorie bereits
ein betréichtliches Stiick weit durchgefiihrt,'® doch sind noch | erhebliche ma-
thematische Schwierigkeiten zu tiberwinden. Durch die von Ackermann und
v. Neumann gefiihrten Beweise ist die Widerspruchsfreiheit fiir das erste Po-
stulat der Arithmetik, d.h. die Anwendbarkeit des existentialen Schlieflens
auf die ganzen Zahlen sichergestellt. Fiir das weitere Problem der Wider-
spruchsfreiheit des Allgemeinbegriffs der Zahlenmenge (bzw. der Zahlenfunk-
tion) einschlielich des zugehorigen Auswahlprinzips liegt ein weitgefithrter
Ansatz von Ackermann vor.

16Einen ersten Entwurf einer Beweistheorie gab Hilbert schon 1904 in seinem Heidel-
berger Vortrag ,Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik* (vide [?]). Hier ist
bereits der erste Leitgedanke der gemeinsamen Behandlung von Logik und Arithmetik
ausdriicklich formuliert; das methodische Prinzip des finiten Standpunktes ist gleichfalls
intendiert, aber noch nicht explizite ausgesprochen. — Zwischen diesen Vortrag und Hil-
berts neuere Publikationen iiber die Beweistheorie fillt die Untersuchung von Julius Koenig
Neue Grundlagen der Logik, Arithmetik und Mengenlehre (vide [?]), welche dem Stand-
punkt Hilberts sehr nahekommt und in der bereits ein Beweis fiir Widerspruchsfreiheit
ganz im Sinne der Beweistheorie gefiihrt ist. Dieser betrifft freilich nur einen ganz engen
Bereich des formalen Operierens, so dafl seine Bedeutung nur eine methodische ist.
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Mit der Losung dieses Problems wiirde schon fast der ganze Bereich der
bestehenden mathematischen Theorien als widerspruchsfrei erwiesen sein.!”
Insbesondere wiirde dieser Nachweis ausreichen, um die geometrischen und
physikalischen Theorien als widerspruchsfrei zu erkennen.

Man kann nun in der Problemstellung noch weiter gehen und fiir umfas-
sendere Systeme, etwa fiir die axiomatische Mengenlehre, die Widerspruchs-
freiheit untersuchen. Die axiomatische Mengenlehre, wie sie zuerst von Zer-
melo aufgestellt und durch Fraenkel und v. Neumann ergénzt und | erweitert
ist, reicht mit ihren Bildungsprozessen schon weit hinaus iiber all das, was
faktisch in der Mathematik gebraucht wird, und mit der Feststellung ihrer
Widerspruchsfreiheit wiirde auch das System der theoretischen Logik als wi-
derspruchsfrei erwiesen sein.

Ein absoluter Abschlufl der Begriffsbildung wird aber auch hiermit nicht
erreicht. Denn die formalisierte Mengenlehre gibt wieder Anlafl zu einer meta-
mathematischen Betrachtung, welche die formalen Bildungen der Mengenleh-
re zum Gegenstand hat und dadurch auch iiber diese Bildungen hinausgeht.'®

| Ungeachtet dieser Moglichkeit der Erweiterung der Begriffsbildung kann
dennoch eine formalisierte Theorie den Charakter der Abgeschlossenheit ha-
ben, wenn ndmlich mit Hilfe der Erweiterung der Begriffsbildung keine neuen
Ergebnisse im Bereiche der durch die Begriffe der Theorie formulierbaren Ge-
setze zustande kommen.

Diese Bedingung ist jedenfalls dann erfiillt, wenn die Theorie iiberhaupt
deduktiv abgeschlossen ist, d. h. wenn es unmdéglich ist, zu ihr ein neues, nicht
schon ableitbares, in den Begriffen der Theorie ausdriickbares Axiom hinzu-
zufiigen, ohne dafl dadurch ein Widerspruch entsteht — oder was auf dasselbe
hinauskommt: wenn jeder im Rahmen der Theorie formulierbare Satz entwe-
der beweisbar oder widerlegbar ist.?

17 Auch die Cantorsche Theorie der Zahlen der zweiten Zahlklasse ist hier inbegriffen.

18Die niheren Erérterungen dieses Sachverhaltes kniipfen an das Richardsche Parado-
zon an, welches in neuerer Zeit durch Skolem eine schirfere Fassung erhalten hat. Diese
Uberlegungen besitzen insofern keinen abschlieBenden Charakter, als sie sich im Rahmen
einer nicht-finiten Metamathematik vollziehen. Eine endgiiltige Klarung der hier diskutier-
ten Frage wiirde erst bewirkt sein, wenn es etwa geldnge, in finiter Weise eine Zahlenmenge
anzugeben, von der sich zeigen liefle, dafl sie in der axiomatischen Mengenlehre nicht vor-
kommt.

19Man beachte, da8 diese Forderung der deduktiven Abgeschlossenheit noch nicht so
weit geht wie die Forderung der Entscheidbarkeit einer jeden Frage der Theorie, welche
besagt, dal es ein Verfahren geben soll, um von jedem beliebig vorgelegten Paar zweier
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Von der Zahlentheorie, wie sie durch die Peanoschen Axiome, mit Hin-
zunahme der rekursiven Definition, abgegrenzt wird, glauben wir, daf} sie in
diesem Sinne deduktiv abgeschlossen ist; die Aufgabe eines wirklichen Nach-
weises hierfiir ist aber noch vollig ungelost. Noch schwieriger wird die Frage,
wenn wir, iiber den Bereich der Zahlentheorie hinaus, zu der Analysis und
den weiteren mengentheoretischen Begriffsbildungen aufsteigen.

Im Gebiete dieser und verwandter Fragen liegt noch ein betrachtliches
Feld der Problematik offen. Diese Problematik ist aber nicht von der Art,
daf sie eine Einwendung gegen den von uns eingenommenen Standpunkt

367 darstellt. | Wir miissen uns nur gegenwirtig halten, daf§ der Formalismus der
Satze und Beweise, mit denen wir unsere Ideenbildung zur Darstellung brin-
gen, nicht zusammenfillt mit dem Formalismus derjenigen Struktur, die wir
in der Gedankenbildung intendieren. Der Formalismus reicht aus, um unsere
Ideen von unendlichen Mannigfaltigkeiten zu formulieren und aus diesen die
logischen Konsequenzen zu ziehen, aber er vermag im allgemeinen nicht, die
Mannigfaltigkeit gleichsam aus sich kombinatorisch zu erzeugen.

A60 | Die Ansicht, zu der wir in betreff der Theorie des Unendlichen gelangt
sind, kann als eine Art der Philosophie des ,als ob“ angesehen werden.
Sie unterscheidet sich jedoch von der so benannten Philosophie Vaihingers
grundsétzlich dadurch, daf sie auf die Widerspruchsfreiheit und die Besténdigkeit
der Ideenbildung das Gewicht legt, wihrend Vaihinger die Forderung der
Widerspruchsfreiheit fiir ein Vorurteil halt und geradezu erklart, die Wider-
spriiche in der Infinitesimalrechnung seien ,nicht bloff nicht wegzuleugnen,
sondern ... selbst gerade das Mittel, durch welches der Fortschritt erreicht
worden ist.“%°

Vaihingers Betrachtung ist ausschliellich auf die wissenschaftliche Heuri-
stik eingestellt. Er kennt nur ,, Fiktionen“, die als blofl voriibergehende Hilfs-
mittel des Denkens auftreten, bei deren Einfiihrung das Denken sich Ge-
walt antut und deren widerspruchsvoller Charakter (wenn es sich um ,echte
Fiktionen® handelt) nur durch geschickte Kompensation der Widerspriiche
unschédlich gemacht wird.

Die Ideenbildungen in unserem Sinne sind bleibendes Eigentum des Gei-
stes. Sie sind ausgezeichnete Formen der systematischen Extrapolation und
der idealisierenden Anndherung an das Tatsédchliche. Sie sind auch keineswegs

der Theorie angehoriger, einander kontradiktorisch entgegengesetzter Behauptungen zu
entscheiden, welche von beiden beweisbar (,richtig®) ist.
20Vaihinger, Die Philosophie des Als-Ob, 2. Auflage, Kapitel XII (vide [?], S. m).
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etwas Willkiirliches noch auch dem Denken Aufgezwungenes; im Gegenteil:
sie bilden eine Welt, in der sich unser Denken heimisch fiihlt und aus welcher
der Menschengeist, der sich in sie versenkt, Befriedigung und Freude schopft.

Nachtrag

Auf Grund verschiedener Einsichten, die sich seit dem Erscheinen der vor-
stehenden Abhandlung ergeben haben, ist einiges darin Geduflerte zu korri-
gieren.

Zunéchst, was den Intuitionismus betrifft, so meinte man anfangs, daf3
die Methodik des intuitionistischen Beweisens mit derjenigen des Hilbert-
schen ,finiten Standpunktes® iibereinstimme. Jedoch hat sich gezeigt, daf3
die Methoden des Intuitionismus iiber die von Hilbert intendierten finiten
Beweisverfahren hinausgehen. Insbesondere verwendet Brouwer den Allge-
meinbegriff des inhaltlichen Beweises, mit dem auch der Begriff der ,, Absur-
ditét* zusammenhéngt, von dem aber beim finiten Schliefen kein Gebrauch
gemacht wird.

Was sodann die Hilbertsche Beweistheorie betrifft, so ist die Meinung,
daf der Nachweis der Widerspruchsfreiheit fiir die Arithmetik | auf ein fini-
tes Problem hinauskomme, nur in dem Sinne begriindet, daf§ die Behauptung
der Widerspruchsfreiheit sich im finiten Sinne formulieren 1a83t. Daraus aber
ergibt sich noch keineswegs, dafl das Problem mit finiten Methoden 16sbar
ist. Auf Grund eines Theorems von Godel wurde die Moglichkeit einer fini-
ten Losung sogar schon fiir die Zahlentheorie, wenn nicht direkt ausgeschlos-
sen, so doch hochst unplausibel gemacht, und es zeigte sich iiberdies, dafl
die erwdhnten damals vorliegenden Widerspruchsfreiheitsbeweise nicht fiir
den Gesamtformalismus der Zahlentheorie ausreichten. Man hat daraufhin
den methodischen Standpunkt der Beweistheorie erweitert, und es sind ver-
schiedene Widerspruchsfreiheitsbeweise, zunéchst fiir die formalisierte Zah-
lentheorie und dann auch fiir formale Systeme der Analysis gefithrt worden,
deren Beweismethode sich zwar nicht auf die finite, d. h. elementar kombina-
torische Betrachtung beschréinkt, die aber doch nicht die iiblichen Methoden
des existentialen Schlieens und andererseits auch nicht den Allgemeinbegriff
eines inhaltlichen Beweises erfordern.

Im Zusammenhang mit dem erwéhnten Godelschen Theorem hat sich
iiberdies ergeben, dafl die Annahme, dafl die axiomatisch abgegrenzte und
formalisierte Zahlentheorie deduktiv abgeschlossen sei, unzutreffend ist. All-
gemeiner noch wurde von Godel gezeigt, dafl formalisierte Theorien, welche
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gewissen sehr allgemeinen Bedingungen der Ausdrucksfahigkeit sowie der
Schérfe der Formalisierung gentigen, sofern sie widerspruchsfrei sind, nicht
deduktiv abgeschlossen sein konnen.

Im Gangzen ist die Situation nun so, dafl die Hilbertsche Beweistheorie, in
Verbindung mit der Aufdeckung der Moglichkeiten der Formalisierung ma-
thematischer Theorien, ein reiches Feld der Forschung geschaffen hat, daf
jedoch die erkenntnistheoretischen Gesichtspunkte, von denen ihre Aufstel-
lung ausging, problematisch geworden sind.

Dieses gibt Anlaf}, die erkenntnistheoretischen Ausfithrungen der vorste-
henden Abhandlung zu revidieren. Freilich, die positiven Ausfithrungen, ins-
besondere die Aufweisung des mathematischen Elements in der Logik und
die Herausstellung der elementaren arithmetischen Evidenz, bediirfen wohl
kaum der Revision. Jedoch, die scharfe Unterscheidung des Anschaulichen
und des Nicht-Anschaulichen, wie sie bei der Behandlung des Problems des
Unendlichen angewandt wird, ist anscheinend nicht so strikt durchfiihrbar,
und die Betrachtung der mathematischen Ideenbildungen bedarf wohl in die-
ser Hinsicht noch der n&heren Ausarbeitung. Fiir eine solche sind in den
folgenden Abhandlungen® verschiedene Uberlegungen enthalten.

2Dieser Verweis bezieht sich auf die anderen Aufsétze in [?].
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