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The basic notions of pure geometry and their relation
to intuition

(Die Naturwissenschaften 16, S. 197-203)

| Die Erorterung des Verhéltnisses der axiomatischen Geometrie zur An-
schauung kann unter sehr verschiedenen Gesichtspunkten und auf Grund
verschiedener erkenntnistheoretischer Voraussetzungen geschehen.

Das vorliegende, von R. Strohal unter wesentlicher Mitwirkung von Franz
Hillebrand verfafite Buch will eine bestimmte methodische und erkenntnis-
theoretische Auffassung von der Geometrie zur Geltung bringen. In der Ein-
leitung wird gesagt, dafl die , psychologische Vorgeschichte® der geometri-
schen Begriffe und Grundsétze den Gegenstand der Untersuchung bilde.
Tatséchlich aber zeigt bereits die ndhere Entwicklung des Programmes, daf es
sich hier nicht etwa um Fragen der genetischen Psychologie handelt, sondern
um Fragen wie die: in welcher Weise wir bei der Einfithrung der geometri-
schen Begriffe auf die Anschauung zu rekurrieren haben, welche Rolle die
Anschauung fiir die Bildung der Grundbegriffe und der zusammengesetzten
Begriffe sowie fiir die Aufstellung der Grundsétze der Geometrie spielt und
wie wir danach den Erkenntnischarakter dieser Grundsétze zu beurteilen ha-
ben.

| Hierbei liegt es auch keineswegs in der Absicht des Verfassers, die An-
schauung in moglichst weitgehendem Mafe als bestimmend fiir die Geometrie
erscheinen zu lassen.

Strohal will einerseits, wie er eingangs bemerkt, von der Frage der Anwen-
dung auf ,unseren Raum*® vollig absehen (tatséchlich verhélt er sich nicht

" Die Naturwissenschaften 16, S. 197-203. Review of: Untersuchungen zur psychologi-
schen Vorgeschichte der Definitionen, Aziome und Postulate, von Richard Strohal. Leipzig
und Berlin: B. G. Teubner 1925. 137 S. und 13 Abbild. 13 x 19 cm. Preis RM 6.40.
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ganz so extrem), es handelt sich ihm um die Grundlagen der reinen Geo-
metrie. Eine Begriindung der Geometrie durch raumliche Erfahrung kommt
also fiir ihn nicht in Betracht. Aber auch eine rationale Begriindung durch
Berufung auf eine apriorische Evidenz geometrischer Anschauung ist fiir ihn
ausgeschlossen, da er keine andere apriorische Evidenz als die analytische
annimmt und der Anschauung keinerlei rationalen Charakter zuerkennt. Ei-
ne niahere Erorterung des Begriffes der ,, Anschauung® nimmt er nicht vor,
sondern legt, sozusagen als selbstversténdlich, die — allerdings unter den ex-
akten Forschern auch herrschende — Vorstellung zu Grunde, dergeméif die
Anschauung nicht imstande ist, uns vollkommen scharfe Objekte zu geben,
noch auch eine Beziehung uns als notwendig darzustellen, so dafl danach alle
Idealisierungen und alle Einsichten von strenger Allgemeingiiltigkeit erst auf
dem Wege der begrifflichen Abstraktion zustande kommen.

Man sollte nun denken, dafl Strohal in Anbetracht seiner erkenntnistheo-
retischen Einstellung den Standpunkt der Hilbertschen formalen Axiomatik
als den | seiner Auffassung und seiner Intention entsprechenden begriifen
miifite. In der Tat aber ist er mit dieser heutigen Axiomatik keineswegs ein-
verstanden, sondern wendet sich ausdriicklich gegen sie, insbesondere auch
gegen die Hilbertsche Grundlegung der Geometrie.

Was fiir eine Art der Behandlung der Geometrie Strohal anstrebt, ist
schwer mit wenigen Worten in verstédndlicher Weise zum Ausdruck zu brin-
gen, da bei ihm verschiedenartige Bestrebungen zusammenwirken. Jedenfalls
ist der hier vorliegende Versuch eines prinzipiellen Abweichens von dem heu-
tigen Standpunkt der Axiomatik und des Zuriickgreifens auf &ltere Tenden-
zen, der beim ersten ungenauen Aufnehmen wohl manchen bestechen kann,
beim néheren Betrachten nur geeignet, unseren heutigen Standpunkt in hel-
leres Licht zu setzen und die Motive, aus denen er erwachsen ist, in ihrer
Berechtigung besonders deutlich hervortreten zu lassen. Aber gerade unter
diesem Gesichtspunkt erscheint es als nicht nutzlos, die Ansichten Strohals
in den Hauptpunkten darzulegen und seine Ausfithrungen einer kritischen
Besprechung zu unterziehen.

Besonders eingehend befafit sich Strohal mit der Begriffsbildung. Was hier
zunéchst die Rolle der Anschauung anbetrifft, so besteht diese nach Strohal
in folgendem:

1. werden die Elementarbegriffe durch Abstraktionsprozesse aus der An-
schauung gewonnen;

2. dient die Anschauung fiir die Bildung zusammengesetzter Begriffe (fiir
die ,synthetischen Definitionen®) als Anlafl (causa occasionalis), indem sie
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die Bildung gewisser begrifflicher Synthesen nahelegt. Dies geschieht in der
Weise, dafl an Stelle von anschaulichen, d.h. direkt aus der Anschauung
entnommenen Begriffen (wie dem anschaulichen Begriff der Geraden oder
des Kreises) scharfe Definitionen durch Zusammensetzung von elementaren
Begriffen aufgestellt werden, wobei sich iibrigens der Umfang eines so gebil-
deten Begriffes mit dem des entsprechenden anschaulichen nicht vollkommen
zu decken braucht.

Zu beachten ist dabei zunéchst, daBl die Anschauung, von der die Re-
de ist, keineswegs immer rdumliche Anschauung zu sein braucht, z. B. wird
nach Strohal der Elementarbegriff der Kongruenz, den er in Anlehnung an
Bolyai gleichsetzt mit dem der ,,Ununterscheidbarkeit abgesehen vom Ort* in
der Weise gewonnen, dafl zunéchst ,,das anschauliche Gegebensein von unun-
terschiedenen Qualitdten, Farben, Tonen, Geriichen und dgl.“ zu einem un-
scharfen Begriff von Ununterscheidbarkeit (Gleichheit) fiihrt, aus dem dann
durch einen Abstraktionsprozef der strenge Begriff der Ununterscheidbarkeit
als Grenzbegriff erhalten wird (S. 71-72).

Wesentlich ist aber vor allem, dal es uns nach der Auffassung Strohals
nicht freisteht, irgendeinen aus der Anschauung durch Abstraktion gewon-
nenen Begriff als Elementarbegriff einzufithren. Er behauptet vielmehr: nur
dann darf ein Begriff als Elementarbegriff angesehen werden, ,, wenn ein Ge-
bilde, das in den Umfang des betreffenden Begriffes féllt, nicht auch durch
begriffliche Merkmale gegeben sein kann“, oder in kiirzerer Formulierung:
,» Wo es iiberhaupt mdglich ist, einen Begriff explizite zu definieren, dort mufs
man ihn auch definieren.* Dieses ,,Kriterium* ist freilich ganz unbestimmt;
denn die Moglichkeit, einen Begriff explizite zu definieren, héingt ja wesent-
lich von der Wahl der geometrischen Grundsétze ab, und die Aufstellung der
Grundsitze richtet sich ja wiederum nach der Wahl der Elementarbegriffe.

| Auch die Motivierung des Kriteriums ist durchaus unbefriedigend. Strohal
macht geltend, daf§ die Erklarung eines Begriffes es ermoglichen muf, ,,von
einem irgendwie gegebenen Objekt zu entscheiden, ob es dem Umfang des
betreffenden Begriffes angehort oder nicht“ (S. 18). Zum Beispiel miissen wir
entscheiden konnen, ob der geometrische Ort aller Punkte, die von zwei fe-
sten Punkten A, B gleichweit entfernt sind, unter den Umfang des Begriffes
der Geraden fillt; einer solchen Aufgabe, so meint er, stiinde man hilflos
gegeniiber, wenn man den Begriff der Geraden als Grundbegriff betrachtet
(S. 19). Strohal bedenkt wiederum nicht, daf die Umfangsbeziehungen zwi-
schen den geometrischen Begriffen erst durch die Grundsitze der Geometrie
bestimmt werden und dafl diese andererseits es auch ermdglichen konnen,
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einen zusammengesetzten Begriff als umfangsgleich mit einem elementaren
Begriff zu erweisen. Mangels einer ndheren Begriindung sagt er ,,offenbar®.

Trotz der Unbestimmtheit des Kriteriums ist doch die mit ihm verfolgte
Bestrebung erkennbar: Die Geometrie soll — nach Art einer philosophischen
Wissenschaft — in ihren Begriffsbildungen von der héchsten Allgemeinheit
ausgehend auf dem Wege der begrifflichen Synthese zum Besonderen fort-
schreiten. Als Elementarbegriffe darf sie daher nicht Begriffe von speziellen
geometrischen Gebilden, sondern nur solche ganz allgemeinen Charakters zu
Grunde legen.

Durch diese methodische Forderung ist Strohal genotigt, von dem bekann-
ten elementaren Aufbau der Geometrie, wie er sich bei Euklid und dhnlich
in Hilberts Grundlagen findet, ganz abzugehen. Fine seinem Prinzip entspre-
chende geometrische Begriffsbildung findet er bei Lobatschefskij und Bolyai.
Diesen beiden, vor allem Lobatschefskij, schlielt er sich in der Einfithrung
der Elementarbegriffe an. Auf Grund einer ausfiihrlichen Ertrterung gelangt
er zu folgendem System von Elementarbegriffen:

1. das Raumliche (Raumgebilde);

2. die Berithrung (das Aneinandergrenzen);

3. das ,In-sich-haben® (Beziechung des Ganzen zum Teil);

4. die Kongruenz (Ununterscheidbarkeit abgesehen vom Ort).

Wir haben es hier, wie ersichtlich, mit einem solchen Aufbau der Geo-
metrie zu tun, bei welchem die topologischen Eigenschaften des Raumes vor-
angestellt werden und hernach die Metrik eingefithrt wird. Diese Methode
des Aufbaues der Geometrie und ihre systematischen Vorziige sind dem Ma-
thematiker — insbesondere seit den Untersuchungen von Riemann und Helm-
holtz! iiber die Grundlagen der Geometrie — wohl vertraut. Er wird sich je-
doch nicht damit begniigen, diese Art der Begriindung allein zur Verfiigung
zu haben. Insbesondere bietet die iibliche elementare Begriindungsweise den

11l Der gruppentheoretische Ansatz von Helmholtz, der durch Lie und Hilbert wei-

tergefiihrt wurde, liegt allerdings (wie aus dem Folgenden hervorgehen wird) nicht in der
Richtung der Intention Strohals. Mehr dieser entsprechend ist die von Weyl (im ersten
Paragraphen seines Buches Raum, Zeit, Materie (vide [?])) skizzierte ,,Herleitung der ele-
mentaren Raumbegriffe aus dem der Gleichheit*.
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groflen methodischen Vorteil, dafl hier die Geometrie, so wie die elementa-
re Zahlentheorie, von der Betrachtung bestimmter, einfacher, leicht fafilicher
Objekte ausgeht, und dafl man nicht noétig hat, von vornherein gleich den
Stetigkeitsbegriff und die Grenzprozesse einzufiihren. Uberhaupt aber | wird
man sich die Freiheit nicht nehmen lassen, je nach dem Gesichtspunkt, unter
dem die Geometrie betrieben wird, die Grundbegriffe zu wahlen. Allerdings
raumt Strohal auch grundsétzlich die Moglichkeit ein, dafl andere Systeme
als das von ihm angegebene ,in anderer Weise unmittelbar an die Anschau-
ung ankniipfen, d.h. andere Elementarbegriffe zu Grunde legen* (S. 63).
Tatséchlich werden aber von ihm beinah alle anderen Begriindungsarten ab-
gelehnt.

So soll nach seiner Meinung der Begriff der Geraden nicht als Grundbe-
griff genommen werden?. Auch vermeidet er es geflissentlich, den Punkt als
Grundelement einzufiihren. In seiner Systematik wird der Punkt als die ge-
meinsame Grenze zweier sich beriihrender Linien definiert, die Linie ergibt
sich entsprechend durch Beriihrung zweier Flachen und die Fldche durch
Beriihrung zweier Korper.

Die Voranstellung des Richtungsbegriffes als Elementarbegriff hélt er fiir
ausgeschlossen. Wolle man, so erklért er, den Richtungsbegriff zur Definition
der Geraden verwenden, so sei dies ,,nur in der Art moglich, dafl man den Be-
griff |, gleichgerichtet® als einen nicht weiter riickfithrbaren Elementarbegriff
betrachtet und damit an die Anschauung der ,,Geradheit* selbst ankniipft.
Da nédmlich zur Gewinnung dieses Elementarbegriffes keine andere Anschau-
ung verhelfen kann als die einer anschaulichen geraden Linie, so kommt dies
darauf hinaus, dal man die Gerade selbst als Elementarbegriff zu betrach-
ten hétte® (S. 56). Demgegeniiber ist zu bemerken, dafl die Unterscheidung
der Richtungen von einem Punkt aus unabhéngig von der Vorstellung der
Geradheit durch die Betrachtung der verschiedenen Stellen des Gesichtsfel-
des sowie durch die mit unseren Bewegungsimpulsen verkniipften Richtungs-
vorstellungen anschaulich gewonnen werden kann. Und was ferner die Ver-
gleichung der von verschiedenen Punkten ausgehenden Richtungen betrifft,
so miiffite Strohal deren synthetische Einfithrung durch die Verbindung des
Richtungsbegriffes mit dem Begriff der ,,Ununterscheidbarkeit® geméafl seinen
methodischen Grundsétzen anerkennen, da er ja zur Vergleichung der Léngen

201 Ubrigens denkt Strohal nur an die Gerade als Raumgebilde oder an die Geradheit
als Eigenschaft einer Linie. Die Moglichkeit, die Kollinearitéit als Beziehung zwischen drei
Punkten einzufithren, wird von ihm gar nicht in Betracht gezogen.
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von Ortlich getrennten Strecken auf eine ganz entsprechende Weise gelangt.
Dafl in der Tat die Vergleichbarkeit getrennter Strecken a priori um nichts
versténdlicher ist als die Vergleichbarkeit der von verschiedenen Punkten aus-
gehenden Richtungen, ist insbesondere in neuerer Zeit durch die von Weyl
entdeckte reine Nahegeometrie ganz klargestellt worden. Strohal wiederholt
hier nur ein altes Vorurteil. Auch die Charakterisierung der Kongruenzbe-
ziehung mit Hilfe des Begriffes der starren Bewegung wird von Strohal als
ein zirkelhaftes Verfahren abgelehnt. , Der Begriff des starren Korpers, der in
diesem Zusammenhange auftritt, kann wiederum nicht anders erklart werden
als dadurch, dal man die Kongruenz der verschiedenen Lagen dieses Korpers
voraussetzt. Will man aber den starren Korper als Elementarbegriff auffas-
sen, so findet man, dafl zu seiner Gewinnung keine anderen Anschauungen
verhelfen konnen als jene, die uns den Begriff der Kongruenz selbst liefern,
so dafl der Umweg iiber den Begriff des starren Korpers jeden Sinn verliert*
(S. 17-18). Diese Argumentation wére nur dann berechtigt, wenn der Begriff
des starren Korpers als ein gewo6hnlicher Gattungsbegriff gebildet wer|den
miifite in der Weise etwa, dafl man von der empirischen Vorstellung des festen
Korpers ausgehend durch Abstraktion zu dem Begriff des vollkommen starren
Korpers gelangt. Tatséchlich kann aber an Stelle dieses Abstraktionsprozes-
ses ein ganz anderer vorgenommen werden, der darin besteht, daff man die
an den festen Korpern gefundenen anschaulichen Tatsachen, betreffend die
Arten der Bewegungsfreiheit und die Koinzidenzen, durch Abstraktion zu ei-
ner strengen Gesetzlichkeit verscharft und mit Bezug auf diese Gesetzlichkeit
den geometrischen Begriff des starren Korpers bildet. In der mathematischen
Fassung kommt diese Art der Begriffsbildung dadurch zur Geltung, dal man
von vornherein die starren Bewegungen nicht einzeln, sondern die Gruppe
der starren Bewegungen betrachtet. Auf diesen von Helmholtz herrithrenden
Gedanken, der fiir eine ganze Richtung der geometrischen Forschung bahn-
brechend war und angesichts der Relativitédtstheorie eine erhohte Aktualitit
erlangt hat, geht Strohal mit keinem Worte ein.

Wenn nun so viele der von der Mathematik eingeschlagenen Wege zum
Aufbau der Geometrie ausgeschaltet werden, so konnte man erwarten, daf die
von Strohal so entschieden bevorzugte Begriindungsweise uns als ein Muster
der Methodik vorgefiihrt wiirde. Tatséchlich sind aber die Betrachtungen,
durch welche Strohal, in Anlehnung an Lobatschefskij, die Methode darlegt,
wie man von den Elementarbegriffen des Rédumlichen, der Beriihrung und
des In-sich-habens zur Unterscheidung der Dimensionen und zu den Begrif-
fen Flidche, Linie, Punkt gelangt, von der Prézision, wie wir sie heute bei
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der Behandlung solcher topologischer Fragen gewchnt sind, sehr weit ent-
fernt; man kann an Hand dieser Ausfithrungen gar nicht feststellen, ob es
iiberhaupt moglich ist, mit jenen drei Elementarbegriffen fiir die topologi-
sche Charakterisierung des Raumes auszukommen. —

Bisher haben wir nur den Teil der Ausfithrungen Strohals in Betracht
gezogen, der von der geometrischen Begriffsbildung handelt. Der Standpunkt
Strohals wird aber erst wirklich deutlich an seiner Auffassung von den Grundsdtzen
der Geometrie. Wesentlich fiir diese Auffassung ist, dafi Strohal festhilt an
der Trennung der kowal évvorar (communes animi conceptiones) von den
avripaTa (postulata), wie sie sich in Euklids Elementen findet. Diese Unter-
scheidung erachtet Strohal als grundsétzlich bedeutsam, und er sieht in dem
Abgehen von dieser einen wesentlichen Mangel der neueren Begriindungen
der Geometrie.

Hierzu ist zunéchst zu bemerken, daffi das Abweichen von Euklid in die-
sem Punkte nicht etwa aus blofer Nachléssigkeit, sondern mit voller Absicht
geschehen ist. Euklid stellt den spezifisch geometrischen Postulaten die unter
dem Titel kowval évvorar zusammengefafiten Séatze der Griffenlehre voran,
als Sétze von hoherer als geometrischer Allgemeinheit, welche auf die Geo-
metrie angewendet werden sollen.

Die Art der Anwendung gibt aber Anlafl zu grundsétzlichen Einwénden,
indem die Unterordnung der geometrischen Beziehungen unter die in den
rkowval évvoran auftretenden Begriffe verschiedentlich stillschweigend vor-
ausgesetzt wird in Féallen, wo die Moglichkeit einer solchen Unterordnung ein
keineswegs selbstverstandliches geometrisches Gesetz darstellt.

Insbesondere hat in diesem Sinne Hilbert Kritik geiibt an der Anwendung;,
die Euklid in der Lehre vom Flacheninhalt der ebenen Figuren von dem
Grundsatz macht, dafl das Ganze grofier ist als der Teil, — eine Anwendung,

200c die nur dann gerechtfertigt wire, wenn | man ohne weiteres voraussetzen
diirfte, dafl jeder geradlinig begrenzten ebenen Figur eindeutig eine positive
Grafie als ihr Flacheninhalt zugeordnet werden kann (derart, daf§ kongruente
Figuren denselben Inhalt haben und beim Aneinandersetzen von Flédchen die
Inhalte sich addieren)?.

An der Betrachtung eines derartigen Falles erkennt man, daff bei der
Anwendung der rowwal évvorar der wesentliche Punkt immer in den Be-

301 DaB in der Tat diese Voraussetzung nicht immer erfiillt zu sein braucht, hat Hil-
bert an Hand der Konstruktion einer speziellen ,nichtarchimedischen“ und ,,nichtpytha-
gordischen“ Geometrie gezeigt.



dingungen der Anwendbarkeit liegt. Wenn diese Bedingungen als zutreffend
erkannt sind, so wird die Anwendung des betreffenden Grundsatzes meist
ganz iiberfliissig, ja mitunter gehort der durch Anwendung des allgemeinen
Grundsatzes zu beweisende Satz selbst zu jenen Bedingungen der Anwend-
barkeit.

Die Voranstellung der xotvai évvorar erscheint somit als eine dauernde
Versuchung zu logischen Fehlern und eher geeignet, den wahren geometri-
schen Sachverhalt zu verschleiern als ihn klarzustellen, und man ist deshalb
von diesem Verfahren ganz abgekommen.

Strohal scheint von diesen Gedankengéngen nichts zu wissen; jedenfalls
geht er auf die Hilbertsche Kritik mit keiner Silbe ein. FEr will die Trennung
der beiden Arten von Grundséitzen von neuem zur Geltung bringen. Insbe-
sondere erscheint ihm diese schon deshalb als erforderlich, weil nach seiner
Ansicht die kowval évvorar einen ganz anderen Erkenntnischarakter besitzen
als die Postulate, ndmlich den von evidenten analytischen Sétzen, wéihrend
die Postulate iiberhaupt nicht den Ausdruck einer Erkenntnis bilden, sondern
uns nur nahegelegt werden durch gewisse Erfahrungen.

Strohal bezeichnet deshalb die kowval évvorar als die ,eigentlichen Axio-
me*“. Er sieht einen besonderen Erfolg seiner Theorie der geometrischen Be-
griffsbildung darin, dafl sie den analytischen Charakter der kool évvorau
begreiflich mache. Diese Begreiflichkeit findet er darin, dafl diese Axiome,
als Sétze iiber je eine Elementarrelation, den Sinn einer Anweisung haben,
aus welchen Relationsanschauungen man den Elementarbegriff abstrahieren
muf, ,um eben das betreffende Axiom zu einem identischen Satz zu ma-
chen“ (S. 70). Diese Charakterisierung besagt, daf die betrachteten Axiome
auf Grund der inhaltlichen Auffassung der Elementarbegriffe logische Iden-
titdten darstellen.

Es erscheint merkwiirdig, dafl solche geometrisch nichtssagenden Séatze als
seigentliche Axiome* der Geometrie angesehen werden sollen, und man fragt
sich ferner, wozu iiberhaupt diese Sétze eigens als Grundsétze aufgestellt zu
werden brauchen, nachdem doch die Elementarbegriffe inhaltlich eingefiihrt
sind.

Zum Beispiel wird als eines von diesen Axiomen der Satz genannt, daf
wenn a von b und b von ¢ ununterscheidbar ist, auch a von ¢ ununterscheidbar
ist. Dieser Satz ist auf Grund der Bedeutung der ,, Ununterscheidbarkeit“ eine
Folge des rein logischen Satzes: wenn zwei Dinge a, b sich in Hinsicht auf das
Zutreffen oder Nichtzutreffen eines Pradikates P gleich verhalten und ebenso
b, ¢ sich hierin gleich verhalten, dann verhalten auch a und ¢ sich darin gleich.
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Wir stehen hier vor folgender Alternative: entweder der Begriff ,,ununter-
scheidbar® wird in seiner inhaltlichen Bedeutung verwendet, dann haben wir
einen rein logisch einzusehenden Satz vor uns, und es besteht kein Grund,
einen solchen Satz als Axiom aufzufithren, da wir doch in der Geometrie
die Gesetze der Logik | ohnehin als selbstverstédndliche Grundlage betrach-
ten. Oder aber der Begriff ,, ununterscheidbar“ und ebenso die anderen Ele-
mentarbegriffe werden gar nicht inhaltlich angewendet, sondern es werden
zunéchst nur Begriffsnamen eingefiihrt, iiber deren Bedeutung die Axiome
gewisse Anweisungen geben. Dann befinden wir uns auf dem Standpunkt der
formalen Axiomatik, und die kowwal évvovanr sind dann nichts anderes, als
was man nach Hilbert implizite Definitionen nennt.

Daf} dies auch tatsichlich die Auffassung Strohals ist — der sich freilich
sorgsam hiitet, den Terminus ,implizite Definition“ irgendeinmal zu gebrau-
chen —, dafiir sprechen die Stellen, an denen er hervorhebt, dafi die kotvai
évvorar keine ,,wirkliche Definition bzw. keine ,,explizite Definition® einer
Elementarrelation liefern (S. 68 und 72).

Von diesem Standpunkt ist es aber nicht angéngig, den in Rede stehenden
Axiomen den Charakter der Fvidenz zuzuschreiben. Sie stellen dann einfach
formale Anforderungen an gewisse, zunédchst unbestimmte Relationen dar,
und es besteht dann auch keine prinzipielle Notigung, diese Axiome von den
., Postulaten* abzusondern.

Also entweder ist iiberhaupt die Aufstellung der Axiome, welche nach
Strohal die Rolle der kowvat évvorar haben, iiberfliissig, oder die Absonde-
rung dieser Axiome als analytisch evidenter Sétze von den iibrigen Grund-
sitzen ist unberechtigt.

Auflerdem aber finden wir in der Anwendung dieser Axiome bei Strohal
dieselben Ubelstinde wieder, durch welche bereits die Euklidischen kowai
évvorar in Miflkredit kamen: die Formulierung dieser Sétze, welche leicht
mit geometrisch gehaltvollen Satzen verwechselt wird, verfiithrt zu logischen
Fehlern, und solche werden auch wirklich begangen.

Zwei Fille sind besonders charakteristisch, 1. Als Beispiel eines eigent-
lichen Axioms wird der Satz angefiihrt*, daf8 bei einem ,Schnitt“, d.h. bei
der Berithrung zweier aneinandergrenzender Teile eines Korpers (Raumge-
bildes) immer zwei Seiten des Schnittes zu unterscheiden sind (S. 64). Die-
ser Satz ist allerdings tautologisch, denn da als ,,Seiten* des Schnittes die

4[] Bei diesem Beispiel kniipft Strohal an Betrachtungen von Lobatschefskij an.



201a

beiden aneinandergrenzenden Teile bezeichnet werden (S. 23), so besagt er
nichts anderes, als dafl, wenn zwei Teile eines Korpers einander beriihren
(aneinandergrenzen), zwei aneinandergrenzende Teile zu unterscheiden sind.
Dieser Satz ist aber auch fiir die Geometrie ganz belanglos. Er scheint aber
etwas geometrisch Bedeutsames zu besagen, weil man bei dem Wortlaut an
einen anderen Satz denkt, der eine topologische Eigenschaft des Raumes zum
Ausdruck bringt. Dafl auch Strohal selbst vor Verwechslungen dhnlicher Art
nicht sicher ist, zeigt folgendes Versehen. Er wirft (anlédflich der Erorterung
des Kongruenzbegriffes) folgende Frage auf: ,Ist es moglich, zwei Korper zu
finden, die durch eine stetige Folge solcher Korper verbunden sind, welche
eine und dieselbe Fldche gemeinsam haben, sich also alle in einer Flache
berithren?* |, Diese Frage®, so fahrt er fort, ,,ist zu verneinen, denn aus der
Erklarung der Fliache geht hervor, dafl sich nur zwei Korper in einer und
derselben Flidche berithren® (S. 42-43).

2. Das beriihmte Axiom: ,Das Ganze ist grofer als der Teil“, welches, wie
erwahnt, fiir Euklid zur Quelle eines Fehlers wurde, wird von Strohal folgen-
dermaflen gedeutet: Das Axiom weist auf einen Elementarbegriff | grofier®
hin, ,der durch Abstraktion an einem | zerteilten Korper gewonnen ist®.
Der Abstraktionsvorgang ist dadurch charakterisiert, ,,dafl jene Relation be-
trachtet wird, die zwischen der Gesamtheit aller Teilkorper (dem Ganzen)
und einem von ihnen (dem Teil) besteht. Fiir den so gewonnenen Begriff
grofler ist der Satz ,Totum parte maius est’ ein identischer” (S. 71). Wir
wollen hier davon absehen, dafl in dieser Deutung das ,,Ganze“ filschlich
mit der Gesamtheit aller Teilkérper identifiziert wird. Jedenfalls geht aus der
Interpretation hervor, dafl danach die Aussage ,,a ist grofler als b* nur ein
anderer Ausdruck dafiir ist, dafl b ein Teil von a ist. Wir haben also wieder
eine vollkommene Tautologie, aus der man fiir die Geometrie nichts entneh-
men kann; insbesondere ist es unmoglich, daraus den Satz zu folgern, dafl ein
Korper nicht einem seiner Teile kongruent sein kann, — was auch daraus her-
vorgeht, dafl dieser Satz iiberhaupt nur unter bestimmten Einschriankungen
allgemein giiltig ist. (Zum Beispiel kann ja ein Halbstrahl durch kongruente
Verschiebung in einen Teil, ebenso ein rdumlicher Oktant durch kongruente
Verschiebung in einen Teiloktanten iibergehen.)

Tatséchlich miifite aber Strohal diesen Satz in irgendeiner Fassung fiir die
Theorie der Kongruenz — die er freilich in dieser Hinsicht gar nicht ausfiihrt
— zur Verfiigung haben. Denn sonst wére gar nicht ausgemacht, ob nicht die
, Ununterscheidbarkeit abgesehen vom Orte* lediglich topologische Gleichheit
bedeutete. In der Tat gehoren ja in dem von Strohal zu Grunde gelegten Be-
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griffssystem die ersten drei Elementarbegriffe: Raumgebilde, Beriihrung, In-
sich-haben, alle dem Bereich der topologischen Bestimmungen an, und durch
den Kongruenzbegriff wird erst die Metrik in die Geometrie eingefiihrt. Der
Begriff der Kongruenz muf also auBer dem Momente der Ubereinstimmung
auch ein neues Unterscheidungsmerkmal enthalten. In dem Begriff der Un-
unterscheidbarkeit abgesehen vom Ort® ist aber ein solches Unterscheidungs-
merkmal an sich nicht gegeben; dazu bedarf es noch eines Grundsatzes, zu-
folge dessen gewisse Gebilde, die zunéchst nur als lagenméflig, nicht aber
topologisch verschieden bestimmt sind, auch abgesehen vom Ort als unter-
scheidbar erkannt werden konnen. Mit anderen Worten: es kommt darauf an,
den Gréfienunterschied einzufithren. Hierzu miifite uns eigentlich der Grund-
satz, dafl das Ganze grofler ist als der Teil, verhelfen. Das ist aber nicht
moglich, wenn wir den Satz so deuten, wie Strohal es tut; denn aus dieser
Deutung kann nicht entnommen werden, dafl ein Gebilde a, welches grofier
als b ist, von diesem, auch abgesehen vom Orte, unterscheidbar ist.

Auf diesen Umstand hat wohl Strohal nicht geachtet; denn sonst wire es
ihm wohl aufgefallen, dafl sein Begriff der Ununterscheidbarkeit abgesehen
vom Ort noch gar nicht die geometrische Kongruenz liefert. Wir finden also
hier eine ganz entsprechende Liicke wie in Euklids Lehre vom Flacheninhalt.

Das Ergebnis dieser Betrachtung ist, dafl die Methode der Voranstellung
der kowval évvorar durch die modifizierte Deutung, die ihr Strohal gibt, nur
noch anfechtbarer wird und jedenfalls nicht als ein nachahmenswertes Vorbild
erscheint.

Zugleich hat uns Strohals Charakterisierung dieser Axiome zu der Ver-
mutung gefithrt, dafl er die inhaltliche Auffassung der Elementarbegriffe in-
nerhalb der Geo|metrie selbst gar nicht beibehilt, bzw. von ihr fiir die geo-
metrischen Beweise keinen Gebrauch macht. In dieser Vermutung werden wir
bestéirkt durch das, was Strohal iiber die Postulate der Geometrie ausfiihrt.

Zur Aufstellung der Postulate sind wir nach Strohal weder durch die An-
schauung noch durch logische Griinde gezwungen, ,sondern durch gewisse
Erfahrungen veranlafit* (S. 91). Fiir die reine Geometrie haben sie die Be-
deutung von Festsetzungen; sie sind ,,Definitionsmittel fiir den geometrischen
Raum, ihre Gesamtheit bildet die Definition des geometrischen Raumes*
(S. 103). Inhaltlich werden sie charakterisiert als ,, AusschlieBungen gewisser

5 Der ,,Ort“ eines Korpers ist nach der Definition, die Strohal von Lobatschefskij, mit

einer gewissen Abénderung, ibernimmt (S. 24 und 93), gleichbedeutend mit der Begren-
zung des Korpers.
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a priori moglicher Kombinationen von Elementarbegriffen (S. 103).

Der Sinn dieser Charakterisierung ergibt sich aus der Auffassung, die
Strohal von der deduktiven Entwicklung der Geometrie hat. Diese geschieht
nach Strohal auf dem Wege einer fortschreitenden Kombination von Merk-
malen, d. h. durch Bildung synthetischer Definitionen. Bei der Bildung der er-
sten Synthesen ist man nur an diejenigen Beschrinkungen gebunden, die sich
aus den kotval évvoran ergeben. ,, Im iibrigen kann man bei der Kombination
der Elementarbegriffe ganz willkiirlich vorgehen®, d. h. die Entscheidung, ,;ob
man die Vereinigung bestimmter Elementarbegriffe zu einer Synthese vorneh-
men oder sie ausschliefen will“, ist durch Motive veranlafit, . die aulerhalb
der reinen Geometrie liegen*. . Indem man aber willkiirlich das Bestehen einer
bestimmten Kombination ausschlief§t, fiihrt man einen Satz in die Geometrie
ein, der fiir weitere Synthesen als Norm zu gelten hat. Derartige Sétze heiflen
Forderungen, arrriuara, Postulate.” Bei der Bildung hoherer Synthesen*
mufl man zeigen, dafl diese ,nicht in Widerspruch mit bereits aufgestellten
Postulaten stehen. Man muf3, wie man kurz sagt, fiir das definierte Gebilde
die Moglichkeit, die Fxistenz nachweisen. Existenz und Moglichkeit bedeu-
ten hier dasselbe und heiflen nichts anderes als Widerspruchslosigkeit mit
den Postulaten (S. 98-99 und S. 102). An dieser Beschreibung des geome-
trischen Verfahrens fillt vor allem auf, dal hier, im Unterschied von allen
bekannten Arten geometrischer Axiomatik, den Postulaten nur ein negati-
ver Inhalt, ndmlich der der AusschlieSung von Moglichkeiten zugeschrieben
wird, wiahrend alle geometrischen Existenzsétze blofl als Aussagen iiber Wi-
derspruchslosigkeit gedeutet werden.

Diese Auffassung Strohals entspricht seiner philosophischen Schulrich-
tung, zu der als wesentlicher Bestand Brentanos Lehre vom Urteil gehort.
Nach dieser sind alle allgemeinen Urteile negative Existentialurteile, von dem
Inhalt, daf§ eine Urteilsmaterie (eine Kombination von Vorstellungsinhalten)
verworfen (ausgeschlossen) wird.

In der Tat 1483t sich jedes allgemeine Urteil auf diese logische Form brin-
gen. Durch die Herstellung einer solchen Normalform wird aber das existen-
tiale Moment nicht beseitigt, sondern nur in die Bildung der Urteilsmaterien
verlegt.

So gelingt es auch in der Geometrie nicht, die Existenzbehauptungen
gianzlich auszuschalten bzw. sie auf Behauptungen iiber Widerspruchslosig-
keit zu reduzieren. Man kann nur durch doppelte Anwendung der Negation
eine Existenzbehauptung verstecken. In dieser Weise verfahrt z. B. Strohal,
wenn er von einem aurnua spricht, welches die Annahme ausschliefit, ,,dafl
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etwa irgendein mal bei der Teilung des geometrischen Korpers Kongruenz
von Teilen nicht auftreten kann“ (S. 93). Ein ebensolches Beispiel finden
wir bei seiner Besprechung des Dedekindschen Stetig|keitsaxioms. Nachdem
er von den Zerlegungen einer Strecke AB, welche die Schnitteigenschaft be-
sitzen, und ferner von der Erzeugung eines Schnittes durch einen Punkt C'
gesprochen hat, fahrt er fort: ,,Indem ich nun die Moglichkeit einer derarti-
gen Zerlegung irgendeiner Strecke AB, bei der sich ein solcher Punkt C' nicht
fande, ausschliefSe, spreche ich das arrnua der Stetigkeit fiir die Strecke aus*
(S. 113). Ob man von , Auftreten,  sich Finden“ oder , Existenz“ spricht,
kommt auf dasselbe hinaus. Und jedenfalls ist hier, wo es sich um die Auf-
stellung von Postulaten handelt, die Deutung der Existenz im Sinne der
Widerspruchslosigkeit mit den Postulaten nicht angéngig. Die Gleichsetzung
von Existenz und Widerspruchslosigkeit ist in zweierlei Sinn berechtigt: er-
stens mit Bezug auf den geometrischen Raum, dessen Existenz in der Tat nur
in der Widerspruchslosigkeit der ihn definierenden Postulate besteht, zwei-
tens auch mit Bezug auf die geometrischen Gebilde, jedoch nur unter der
Bedingung der Vollstindigkeit des Systems der Postulate.

Wenn das System der Postulate vollstandig ist, d. h. wenn durch die Po-
stulate bereits fiir jede Kombination (jede Synthese) von Elementarbegriffen
entschieden wird, ob sie zugelassen oder ausgeschlossen ist, dann féllt al-
lerdings die Moglichkeit (Widerspruchslosigkeit) eines Gebildes mit seiner
Existenz zusammen.

Solange man sich aber noch auf dem Wege zur Gewinnung eines Postu-
latensystems, d. h. zur schrittweisen Bestimmung des geometrischen Raumes
befindet, mufl man zwischen Existenz und Widerspruchslosigkeit unterschei-
den. Aus dem Nachweis der Widerspruchslosigkeit einer Synthese folgt ja
dann nur, dal diese mit den bisher eingefiihrten Postulaten im Einklang
steht; es konnte uns dennoch freistehen, diese Synthese durch ein weiteres
Postulat auszuschlielen. Ein Ezxistenzbeweis dagegen besagt, dafl wir durch
die bisherigen Postulate bereits logisch gendtigt sind, die betreffende Synthe-
se zuzulassen.

Nehmen wir als Beispiel die ,,absolute Geometrie“, welche aus der ge-
wohnlichen Geometrie durch Weglassung des Parallelen-Axioms entsteht. In
dieser kann, ohne Widerspruch mit den Postulaten, ein Dreieck mit der Win-
kelsumme von einem Rechten angenommen werden; wollten wir hier Wi-
derspruchslosigkeit mit Existenz gleichsetzen, so hétten wir den Satz: ,,Es
existiert in der absoluten Geometrie ein Dreieck mit der Winkelsumme von
einem Rechten.“ Dann miifite aber gleichermafien der Satz gelten: ,Es exi-
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stiert in der absoluten Geometrie ein Dreieck mit der Winkelsumme von
zwei Rechten.® Demnach miifite in der absoluten Geometrie sowohl ein Drei-
eck mit der Winkelsumme von einem Rechten wie auch ein solches mit der
Winkelsumme von zwei Rechten existieren. Diese Konsequenz widerspricht
aber einem von Legendre bewiesenen Satz, wonach in der absoluten Geome-
trie aus dem Vorhandensein eines Dreiecks mit der Winkelsumme von zwei
Rechten folgt, dal jedes Dreieck diese Winkelsumme hat.

Um also, wie es Strohal will, die Existenz der geometrischen Gebilde durch
die Widerspruchslosigkeit mit den Postulaten charakterisieren zu koénnen,
mufl man ein vollstindiges System von Postulaten haben, bei welchem keine
Entscheidung iiber die Zulassung einer Synthese mehr offensteht. Dieses Er-
fordernis der Vollstandigkeit wird von Strohal nirgends erwahnt, und es geht
auch aus seiner Schilderung des fortschreitenden Verfahrens der Bildung und
AusschlieBung von Synthesen gar nicht hervor, dafl man auf diesem Wege
tiberhaupt zum Abschlufl gelangt.

| Abgesehen aber von all diesen Einwendungen, welche sich auf die be-
sondere Art der Charakterisierung der Postulate und des fortschreitenden
Verfahrens ihrer Gewinnung beziehen, ist vor allem zu bemerken, daf§ gemafl
der Beschreibung, wie sie Strohal hier in dem Abschnitte iiber die Postulate
von der Geometrie gibt, diese sich als reine Begriffskombinatorik herausstellt,
— wie sie auch in der formalen Axiomatik nicht extremer durchgefiihrt wer-
den kann: es werden Kombinationen der Elementarbegriffe durchprobiert; der
Inhalt dieser Begriffe wird dabei gar nicht beriicksichtigt, sondern nur gewis-
se diesen Inhalt vertretende Axiome, welche als erste Spielregeln fungieren.
Ferner werden durch willkiirliche Festsetzungen gewisse Kombinationen aus-
geschlossen, und man sieht nun zu, was als moglich iibrigbleibt.

Hier wird die Loslosung von der inhaltlichen Begriffsbildung ganz im sel-
ben Mafle wie in der Hilbertschen Axiomatik vollzogen; die anfangliche in-
haltliche Einfiihrung der Elementarbegriffe kommt innerhalb dieser Entwick-
lung gar nicht zur Geltung; sie ist sozusagen eliminiert mit Hilfe der rotvai
évvoLal.

Wir haben also hier — dhnlich wie in Euklids Begriindung der Geometrie —
den Sachverhalt, daf§ die inhaltliche Festlegung der Grundbegriffe génzlich
leerlduft, d.h. gerade denjenigen Sachverhalt, um dessentwillen man in der
neueren Axiomatik der Geometrie von der inhaltlichen Fassung der Ele-
mentarbegriffe abgesehen hat.

Bei der Euklidischen Grundlegung ist aber die Sachlage insofern anders,
als hier die Postulate noch in durchaus anschaulichem Sinn gefafit werden.
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Besonders an den drei ersten Postulaten ist die enge Anlehnung an das geo-
metrische Zeichnen ersichtlich. Die hier geforderten Konstruktionen sind ja
nichts anderes als Idealisierungen zeichnerischer Prozesse. Diese inhaltliche
Fassung der Postulate 148t diejenige Deutung zu, wonach die Postulate posi-
tive Existenzbehauptungen iiber anschaulich ersichtliche Moglichkeiten sind,
die auf Grund des anschaulichen Inhaltes der Elementarbegriffe ihre Verifi-
kation erhalten. Ein solcher Standpunkt inhaltlicher Aziomatik kommt fiir
Strohal nicht in Betracht, da dieser eine anschaulich einsichtige Verifikati-
on der Postulate fiir ausgeschlossen hélt und daher den Postulaten nur den
Charakter von Festsetzungen zuerkennen kann.

So endet Strohals Entwurf der geometrischen Axiomatik in einem Zwie-
spalt zwischen der anschaulichen Einfiihrung der Begriffe und der ganz unan-
schaulichen Art, nach der das geometrische Lehrgebdude als reine Begriffs-
wissenschaft, ausgehend von der durch die Postulate gegebenen Definition
des geometrischen Raumes, entwickelt werden soll, — eine Diskrepanz, welche
durch die zweifache Rolle der rowwai évvorar, einerseits als analytisch ein-
sichtiger Sétze, andererseits als erster beschrédnkender Bedingungen fiir die
Begriffssynthesen, nur notdiirftig verdeckt wird.

Angesichts dieses unbefriedigenden Ergebnisses fragt man sich, was denn
Strohal fiir Griinde hat, den einfachen und konsequenten Standpunkt der
Hilbertschen Axiomatik abzulehnen. Diese Frage ist um so mehr angebracht,
als Strohal sehr wohl die Griinde kennt, die zu dem Hilbertschen Standpunkt
hinleiten. So sagt er selbst: ,,Die Anschauungen, welche die causa occasio-
nalis zur Bildung der Synthesen darstellen, gehen ... nicht in dem Sinne in
die Geometrie ein, daf§ man unmittelbar durch Berufung auf die Anschauung
einen Satz als richtig erweisen kénnte®; ferner kurz darauf: ,,Sobald die Axio-
me“ — Strohal meint hier nur die kotvai évvorar — formuliert sind, | hat die
besondere Art der Elementarbegriffe keinen Einflul mehr auf den Gang der
geometrischen Deduktion (S. 132-133).

In der Tat hat auch Strohal in seiner Polemik gegen die Hilbertsche
Grundlegung der Geometrie, die sich im Schluflabschnitt seines Buches fin-
det, nichts objektiv Stichhaltiges vorzubringen.

Sein Hauptargument ist hier, dafl durch die Hilbertsche Auffassung der
Axiomatik das inhaltliche Element nur auf die formalen Eigenschaften der
Grundrelationen, also auf Relationen héherer Ordnung zurickgeschoben wer-
de. Die in den Axiomen ausgedriickten formalen Anforderungen an die Grund-
relationen seien doch ihrerseits inhaltlich aufzufassen und die hierzu erforder-
lichen inhaltlichen Vorstellungen kénnten wiederum nur durch Abstraktion
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an entsprechenden Relationsanschauungen gewonnen werden. Man sei also
doch hinsichtlich der hheren Relationen, die in den geforderten Eigenschaf-
ten der geometrischen Grundrelationen bestehen, ,;bei der Berufung auf die
Anschauung angelangt, was ja gerade von der Axiomatik vermieden werden
will* (S. 129).

Diese Argumentation geht an dem wesentlichen Punkt vorbei. Was durch
die Hilbertsche Axiomatik vermieden werden soll, ist die Berufung auf die
Raumanschauung.

Der Sinn dieser Methode ist, dal an anschaulichem Inhalt nur dasjeni-
ge beibehalten wird, was wesentlich in die geometrischen Beweise eingeht.
Durch die Erfiillung dieser Forderung machen wir uns von dem speziellen
Vorstellungsbereich des Sachgebietes der Raumlichkeit los, und was wir an
inhaltlicher Vorstellung benutzen, ist nur jene primitive Art von Anschauung,
welche die elementaren Formen der Zusammensetzung diskreter begrenzter
Objekte zum Gegenstand hat, und welche die gemeinsame Vorbedingung fiir
jedes exakte wissenschaftliche Denken bildet — wie dies insbesondere Hilbert
in seinen neueren Untersuchungen zur Grundlegung der Mathematik hervor-
gehoben hat®.

Diese methodische Loslosung von der Raumanschauung ist nicht gleich-
zusetzen mit einem Ignorieren des raumanschaulichen Ausgangspunktes der
Geometrie. Es ist auch damit nicht die Absicht verbunden — wie es Strohal
darstellt — ,,so zu tun, als ob diese und gerade diese Axiome sich durch
irgendeine innere Notwendigkeit zum System der Geometrie zusammenge-
funden hétten® (S. 131). Vielmehr werden ja geflissentlich die Namen der
rdumlichen Gebilde und der raumlichen Verkniipfungen fiir die entsprechen-
den Gegenstidnde und Beziehungen des Axiomensystems beibehalten, um den
Zusammenhang mit den rdumlichen Vorstellungen und Tatsachen zum sicht-
baren Ausdruck zu bringen und dauernd gegenwiértig zu erhalten.

Die Unzulédnglichkeit der Polemik Strohals zeigt sich insbesondere dar-
in, daf§ er sich noch kiinstlich den Anlafi zu einer Einwendung schafft. Beim
Referieren iiber das Verfahren des Nachweises der Widerspruchslosigkeit der
geometrischen Axiome erklart er: , Als Interpretation wahlt man zu diesem
Zweck z. B. die Begriffe der gewohnlichen Geometrie; die Hilbertschen Axio-
me verwandeln sich dadurch in gewisse | Sétze der gewohnlichen Geometrie,
deren Vertriglichkeit, d.i. Widerspruchslosigkeit von anderer Seite her be-

61 Vgl. insbesondere die Abhandlung ,Neubegriindung der Mathematik® (vide [?]).
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reits feststeht. Oder man interpretiert die Symbole durch Zahlen oder Funk-
tionen; dann gehen die Axiome in gewisse Beziehungen von Zahlen iiber,
deren Vertréaglichkeit nach den Gesetzen der Arithmetik festgestellt werden
kann“ (S. 127).

Die erste Art der Interpretation hat Strohal selbst hinzugefiigt; bei Hilbert
steht von einer Interpretation durch die ,,gewdhnliche Geometrie“ keine Silbe.
Strohal scheut sich aber nicht, an diese eigenméchtig hinzugebrachte Erlau-
terung einen Einwand gegen Hilberts Methode zu kniipfen: ,, Wenn man etwa
die Widerspruchslosigkeit von Hilbertschen Axiomen dadurch beweist, daf
man ihre ,Punkte’, Geraden‘, ,Ebenen‘ als die Punkte, Geraden, Ebenen der
Euklidischen Geometrie interpretiert, deren Widerspruchslosigkeit feststehe,
so setzt man ... diese Gebilde als von anderer Seite her definiert voraus“
(S. 130).

Im ganzen gewinnt man den Eindruck, dafl Strohal sich gefiihlsméfig
gegen die Annahme des Hilbertschen Standpunktes sperrt, aus einem Wider-
stand gegen die methodische Neuerung, welche der formale Standpunkt der
Axiomatik gegeniiber der inhaltlich-begrifflichen Einstellung bringt.

Dieses Verhalten zeigt aber Strohal nicht nur gegeniiber der Hilbert-
schen Axiomatik, sondern gegen das meiste, was die neuere Wissenschaft
an selbstédndigen, bedeutsamen Gedanken zu dem behandelten Thema bei-
gesteuert hat. Dieser Geist der Feindseligkeit &uflert sich in dem vorliegen-
den Buch nicht nur durch die Verteilung von Lob und Tadel, sondern noch
mehr darin, dafl wesentliche Leistungen, Gedanken und Ergebnisse einfach
verschwiegen werden. So iibergeht Strohal (wie schon frither bemerkt) die
berithmte Untersuchung von Helmholtz, die doch im engsten Sinne das vor-
liegende Thema betrifft, desgleichen auch Kants Lehre von der Rauman-
schauung, génzlich mit Stillschweigen. Und was den strengen mathemati-
schen Beweis fiir die Unabhéngigkeit des Parallelenaxioms von den iibrigen
geometrischen Axiomen betrifft, so stellt Strohal es geradezu so dar, als ob
hier noch ein ungeltstes Problem vorldge: ,, Endgiiltig geklért ist die Fra-
ge erst, wenn man zeigt, dafl eine Konsequenz aus den iibrigen Postulaten
niemals mit einer Ablehnung des Parallelenpostulates in Kollision geraten
kann® (S. 101). Und diese AuBerung ist nicht etwa durch Unkenntnis zu
erkldren; denn, wie aus anderen Stellen hervorgeht, hat Strohal Kenntnis
von Kleins projektiver Mafibestimmung und kennt auch (aus dem Referat
von Wellstein) die Poincarésche Darstellung der nichteuklidischen Geometrie
durch die Kugelgeometrie im Euklidischen Raum. Die Erklarung liegt viel-
mehr nur in der oppositionellen Gefiihlseinstellung Strohals, der sich dagegen
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straubt, die groflen Leistungen der neueren Mathematik in ihrer Bedeutung
zu wiirdigen.

So kann ein unkundiger Leser aus Strohals Buch nur ein Zerrbild von
der Entwicklung der geometrischen Wissenschaft empfangen. Wer aber iiber
unsere heutige Wissenschaft orientiert ist, dem kann das verungliickte Unter-
nehmen Strohals, in Anbetracht der verschiedenen darin zusammenwirken-
den methodischen Tendenzen, zum Anlafl werden, die prinzipiellen Fragen
der Axiomatik noch einmal durchzudenken.

18



