93a

93b
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Die Bedeutung Hilberts fiir die Philosophie
der Mathematik'
(1922)

Hilbert’s significance for the philosophy of
mathematics

(Die Naturwissenschaften 10, S. 93-99)

| Wenn wir die geistigen Beziehungen der mathematischen Wissenschaf-
ten zur Philosophie betrachten, wie sie sich seit den Zeiten der Aufklarung
entwickelt haben, so bemerken wir mit Befriedigung, dafl gegenwiértig das
mathematische Denken im Begriff ist, wieder jenen méchtigen Einflufl auf
die philosophische Spekulation zu gewinnen, welchen sie bis zur Zeit Kants
besaf}, den sie dann aber auf einmal vollig einbiiite. Jene plotzliche Abwen-
dung von dem mathematischen Denken geschah im Zeichen der allgemei-
nen Abkehr von dem Geiste der Aufklarungszeit, wie sie sich zu Anfang des
19. Jahrhunderts einstellte.

Jedoch war diese Ablosung der Philosophie von der exakten Wissenschaft
nur eine einseitige. Wahrend néamlich die herrschende Philosophie sich ganz
der Mathematik entfremdete!, ent|wickelte sich bei den Mathematikern im-
mer mehr eine philosophische Richtung.

Der wesentlichste Grund hierfiir war, dafl die Mathematik weit iiber den
Rahmen hinaus wuchs, in dem sie sich zu den Zeiten Kants noch beweg-
te. Nicht nur, da3 der Bereich der erforschten Tatsachen sich erheblich ver-
groflerte, sondern die ganze Anlage der Untersuchungen wurde grofiziigiger
und die ganze Methode umfassender. Die Begriffsbildungen erhoben sich
zu einer hoheren Stufe der Allgemeinheit; die Bedeutung der Formel trat

"The original title had a second line, reading ,, Von Paul Bernays, Géttingen.“

!Unter den Philosophen, welche in dieser Hinsicht eine rithmliche Ausnahme machten,
ist besonders Bolzano zu erwéhnen, der als erster die strenge Begriindung fiir die Theorie
der reellen Zahlen gegeben hat.
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zuriick gegeniiber begrifflichen Abstraktionen und systematischen Leitgedan-
ken. Ferner auch die Stellung zu den Grundlagen und dem Objekt der ma-
thematischen Wissenschaften dnderte sich.

Die Aufgabe der Geometrie wurde weiter gefafit. Die geometrischen Be-
griffsbildungen wurden allgemeiner und machten sich immer mehr von der
Bindung an die rdumliche Vorstellung frei. Und in den neu entstandenen geo-
metrischen Theorien hatte die Raumanschauung nicht mehr die Bedeutung
der Erkenntnis-Grundlage, sondern | sie wurde hier nur noch im Sinne einer
anschaulichen Analogie angewendet.

Auch in der Arithmetik gelangte die Forschung zu einer wesentlichen
Erweiterung ihrer Problemstellung. Einerseits wurden durch die Erfindung
der Mengenlehre die Begriffe der Anzahl und der Ordnung in einer ganz
neuen Weise verallgemeinert und auf unendliche Gesamtheiten iibertragen.
Andrerseits fiihrte die Entwicklung der Algebra dazu, dafl man nicht mehr
ausschliellich die Zahlen und Groflen als Objekte der Untersuchung ansah,
vielmehr den rechnerischen Formalismus selbst zum Gegenstande nahm und
sich ganz allgemein die Betrachtung der Formalismen zur Aufgabe machte.
Die Zahlen sowie die Groflen erschienen jetzt nur noch als etwas Spezielles,
und je mehr man ihre Gesetzlichkeit unter allgemeineren Gesichtspunkten
betrachtete, um so mehr entwhnte man sich, diese Gesetzlichkeit als selbst-
verstandlich hinzunehmen.

So ging denn die ganze Entwicklung der Mathematik dahin, alles das, was
vordem als einziger Gegenstand der Forschung galt und wovon die Grundei-
genschaften als etwas fiir die Mathematik hinzunehmendes und keiner ma-
thematischen Untersuchung fahiges noch bediirftiges erachtet wurden, dieses
seines Ansehens der Ausschliellichkeit und Endgiiltigkeit zu berauben. Der
Rahmen, den die frithere philosophische Ansicht, und auch noch die Kanti-
sche Philosophie, fiir die Mathematik abgesteckt hatte, wurde gesprengt. Die
Mathematik liefl sich nicht mehr die Methode und die Grenzen ihrer For-
schung von der Philosophie vorschreiben, sondern nahm die Erérterung ihrer
methodischen Probleme selbst in die Hand. So wurden die Axiome der ma-
thematischen Theorien des ndheren auf ihre logischen Beziehungen hin unter-
sucht, sowie auch die Schlufweisen einer genaueren Kritik unterzogen. Und je
weiter man diese Probleme verfolgt hat, um so mehr hat das mathematische
Denken an ihnen seine Fruchtbarkeit gezeigt und sich als unentbehrliches
Hilfsmittel fiir die theoretische Philosophie erwiesen.

Zu dieser Entwicklung nun, welche bis in die Gegenwart reicht, hat in
bedeutsamer Weise David Hilbert beigetragen. Was er auf diesem Gebiete
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geleistet hat, soll im folgenden geschildert werden.

Als Hilbert sich den Problemen zuwandte, welche es betreffs der Grund-
lagen des mathematischen Denkens zu losen galt, hatte er nicht nur das
Riistzeug seiner umfassenden Beherrschung der mathematischen Methoden
zur Verfiigung, sondern er war auch vor allem durch seine menschliche Ver-
anlagung gleichsam vorbestimmt fiir diese Aufgaben. Denn fiir ihn hatte
die Mathematik die Bedeutung einer Weltanschauung, und er ging an jene
grundsétzlichen Probleme mit der Gesinnung eines Eroberers, der bestrebt
ist, dem mathematischen Denken einen | méglichst umfassenden Machtbe-
reich zu erkdmpfen.

Bei der Verfolgung dieses Zieles kam es darauf an, den Fehler jener extre-
men rationalistischen Denker zu vermeiden, welche glaubten, daf§ durch rei-
nes Denken eine vollkommene Erkenntnis alles Wirklichen zu erlangen sei. Es
konnte sich also nicht etwa darum handeln, alle Erkenntnis des Tatséchlichen
in die Mathematik einzubeziehen, vielmehr war es zum Zwecke einer moéglichst
weiten Ausdehnung des Herrschaftsgebietes der Mathematik erforderlich, ei-
ne scharfe Grenzscheidung zwischen Mathematischem und Nichtmathemati-
schem vorzunehmen, welche es erlaubte, alle mathematischen Bestandteile
im Erkennen auch wirklich fiir die Mathematik in Anspruch zu nehmen.

In diesem Sinne hat auch tatséchlich Hilbert das Problem angefafit. Sein
erstes und grofites Werk auf dem Gebiet der Methodenfragen sind die im Jah-
re 1899 erschienenen Grundlagen der GeometrieaVide [?].. In dieser Schrift
stellte Hilbert ein neues System von Axiomen fiir die Geometrie auf, welche er
nach den Gesichtspunkten der Einfachheit und der logischen Vollstandigkeit,
unter moglichst enger Ankniipfung an die Begriffsbildungen Euklids wahlte.
Das Gesamtsystem der Axiome gliederte er in fiinf Axiomgruppen und unter-
suchte nun genauer den Anteil, den die verschiedenen Axiomgruppen (sowie
auch einzelne der Axiome) an dem logischen Aufbau der Geometrie haben.

Diese Untersuchung hat durch die Fiille an neuen, fruchtbaren Metho-
den und Gesichtspunkten, welche sie darbot, einen méchtigen Einflu} auf die
Entwicklung der mathematischen Forschung ausgeiibt. Jedoch liegt die Be-
deutung von Hilberts Grundlagen der Geometrie keineswegs nur in dem rein
mathematischen Gehalte. Was vielmehr diesem Werk seine Popularitit ver-
lieh und den Namen Hilberts weit iiber den Kreis seiner Fachgenossen hinaus
beriihmt machte, das war die neue methodische Wendung, welche hier dem
Gedanken der Axiomatik gegeben wurde.

Das Wesen der axiomatischen Methode, d.h. der Methode, eine Wissen-
schaft aus Axiomen und Definitionen logisch zu entwickeln, besteht ja nach
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der geldufigen Auffassung darin, daBl man von einigen wenigen Grundsétzen
ausgeht, von deren Wahrheit man iiberzeugt ist diese als Axiome an die Spit-
ze stellt und aus ihnen mit Hilfe des logischen Schlielens Lehrsétze ableitet,
deren Wahrheit dann ebenso sicher ist, wie die der Axiome, eben weil sie aus
diesen logisch folgen. Bei dieser Ansicht wird das Augenmerk vor allem auf
den Erkenntnischarakter der Axiome gerichtet. Ja, urspriinglich lief man als
Axiome iiberhaupt nur solche Sitze gelten, deren Wahrheit a priori einleuch-
tete. Und noch Kant war der Ansicht, dal der Erfolg und die Fruchtbarkeit
der axiomatischen Methode in der Geometrie und in der Mechanik wesent-
lich darauf beruhe, | dal man in diesen Wissenschaften von Erkenntnissen a
priori (den Axiomen der reinen Anschauung und den Grundsétzen des reinen
Verstandes) ausgehen konne.

Allerdings hat man diese Forderung, daf} ein jedes Axiom eine a priori
erkennbare Wahrheit ausdriicken miisse, bald preisgegeben. Denn bei den
mannigfachen Anléssen, welche sich besonders in der Weiterentwicklung der
Physik zur Anwendung der axiomatischen Methode boten, ergab es sich sozu-
sagen von selbst, dafl man teils Erfahrungssétze, teils auch blofle Hypothesen
als Axiome physikalischer Theorien wihlte. Dabei erwies sich das axiomati-
sche Verfahren besonders in den Féllen als fruchtbar, wo es gelang, durch
die Aufstellung eines Axioms die Ergebnisse vielfiltiger Erfahrungen in einer
Aussage von allgemeinem Charakter zusammenzufassen. Ein berithmtes Bei-
spiel hierfiir bilden die beiden Sétze von der Unmoglichkeit eines perpetuum
mobile erster und zweiter Art, welche Clausius in der Theorie der Warme als
Axiome an die Spitze stellte.

Dazu kam noch, dal der Glaube an die apriorische Erkenntnis der geo-
metrischen Axiome bei den Forschern der exakten Wissenschaften — haupt-
séchlich infolge der nicht-euklidischen Geometrie und unter dem Eindruck
der Argumente von Helmholtz — immer mehr verloren ging und so die em-
piristische Ansicht, nach welcher die Geometrie nichts anderes ist als eine
Erfahrungswissenschaft, immer mehr Anhénger fand. Jedoch dnderte dieses
Abgehen vom Apriorismus nicht wesentlich den Gesichtspunkt, unter dem
man die axiomatische Methode betrachtete.

Eine stiarkere Wandlung wurde aber durch die systematische Entfaltung
der Geometrie bewirkt. Die mathematische Abstraktion hatte sich, von der
elementaren Geometrie ausgehend, weit iiber den Bereich der rdumlichen An-
schauung erhoben und zur Bildung von umfassenden Lehrgebduden gefiihrt,
in welche die gewohnliche Euklidische Geometrie sich einordnen liel und in-
nerhalb deren ihre Gesetzlichkeit nur als eine ganz spezielle neben anderen
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mathematisch gleichberechtigten erschien. Hiermit erdffnete sich eine neue
Art von mathematischer Spekulation, mit Hilfe deren man die geometrischen
Axiome von einem hoheren Standpunkt betrachten konnte. Es zeigte sich
aber sogleich, daf§ diese Betrachtungsweise mit der Frage nach dem Erkennt-
nischarakter der Axiome — welche man doch vordem fiir das einzig Bedeutsa-
me an der axiomatischen Methode hielt — gar nichts zu schaffen hatte. Und
somit ergab sich die Notwendigkeit einer reinlichen Scheidung zwischen den
mathematischen und den erkenntnistheoretischen Problemen der Axiomatik.
Die Forderung einer solchen Sonderung der Probleme hat Klein in seinem
95b  Erlanger Programm? bereits in aller | Klarheit ausgesprochen.

Nun war es das wesentliche an Hilberts Grundlegung der Geometrie, dafl
hier zum erstenmal in der Aufstellung des Axiomensystems von vornher-
ein die Sonderung des Mathematischen und Logischen von dem R&umlich-
Anschaulichen — und damit von der erkenntnistheoretischen Grundlage der
Geometrie — restlos durchgefiihrt und mit voller Schérfe zum Ausdruck ge-
bracht wurde.

Wohl spricht Hilbert in der Einleitung seines Buches den Gedanken aus,
daf} die Aufstellung der Axiome fiir die Geometrie and die Erforschung ih-
res Zusammenhanges eine Aufgabe sei, die ,,auf die logische Analyse unserer
rdumlichen Anschauung® hinauslduft, und ebenso bemerkt er im ersten Pa-
ragraphen, daf jede einzelne der Axiomgruppen ,,gewisse zusammengehorige
Grundtatsachen unserer Anschauung“ ausdriickt.bVide [?], p. 1* (Einlei-
tung), p. 4 (§1). Aber diese AuBerungen stehen ganz auBerhalb des axio-
matischen Aufbaues; dieser selbst vollzieht sich ohne jegliche Bezugnahme
auf die rdumliche Anschauung.

Nun ist es freilich schon von jeher eine Anforderung an eine strenge
axiomatische Begriindung der Geometrie gewesen, dafl die Beweise sich aus-
schliellich an dasjenige halten sollen, was in den Axiomen formuliert wird,
dagegen nicht auf sonstige Art die rdumliche Anschauung heranziehen diirfen.
Und in neuerer Zeit hat besonders Pasch bei seiner Grundlegung der Geo-
metrie® auf die Durchfiihrung dieser Forderung Gewicht gelegt und ihr auch
vollkommen entsprochen.

Die Hilbertsche Axiomatik geht aber in der Ausschaltung der rdumlichen
Anschauung noch einen Schritt weiter. Hier wird die Heranziehung der raumlichen
Vorstellung nicht nur bei den Beweisen, sondern auch in den Axiomen und

2, Vergleichende Betrachtungen iiber neue geometrische Forschungen® (vide [?]).
3 Vorlesungen iiber neuere Geometrie (vide [?]).
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den Begriffsbildungen génzlich vermieden. Die Worte ,,Punkt®, | Gerade®,
,Ebene“ dienen nur als Namen fiir drei verschiedene Arten von Gegensténden,
iiber welche unmittelbar nichts anderes vorausgesetzt wird, als dafl die Ge-
genstédnde einer jeden Art ein fest bestimmtes System bilden. Alle weitere
Charakterisierung erfolgt erst durch die Axiome. Desgleichen werden mit
Ausdriicken wie ,,der Punkt A liegt auf der Geraden a“ oder ,,der Punkt A
liegt zwischen B und C“ nicht die gewohnlichen, anschaulichen Bedeutun-
gen verbunden, vielmehr bezeichnen sie nur gewisse, zundchst unbestimmte
Beziehungen, die dann erst durch die Axiome, in denen diese Ausdriicke vor-
kommen, implicite charakterisiert werden.*

Zufolge dieser Auffassung sind die Axiome iiberhaupt keine Urteile, von
denen man sagen kann, daf§ sie wahr oder falsch sind; nur in dem | Zu-
sammenhange des ganzen Axiomensystems haben sie iiberhaupt einen Sinn.
Und auch das Axiomensystem als Ganzes bildet nicht den Ausspruch einer
Wahrheit, vielmehr ist die logische Struktur der axiomatischen Geometrie im
Sinne Hilberts — ganz entsprechend derjenigen der abstrakten Gruppentheo-
rie — eine rein hypothetische: Wenn irgendwo in Wirklichkeit drei Systeme
von Gegenstianden vorliegen sowie bestimmte Beziehungen zwischen diesen
Gegenstéanden, derart, da8 fiir diese die Axiome der Geometrie zutreffen (d. h.
dafl bei geeigneter Zuordnung der Namen zu den Gegenstdnden und Bezie-
hungen die Axiome in wahre Behauptungen iibergehen), dann treffen fiir die-
se Gegenstidnde und Beziehungen auch alle Lehrsédtze der Geometrie zu. Das
Axiomensystem selbst bringt also nicht eine Tatséchlichkeit zum Ausdruck,
sondern es stellt nur eine mégliche Form eines Systems von Verkniipfungen
dar, welches mathematisch nach seinen inneren Eigenschaften zu untersuchen
ist.

Hiernach kommt die axiomatische Behandlung der Geometrie darauf hin-
aus, dafl man von der Geometrie, so wie sie als Wissenschaft von den rédum-
lichen Figuren vorliegt, den rein mathematischen Bestandteil der Erkennt-
nis ablost und fiir sich abgesondert untersucht. Die rdumlichen Verhéltnisse
werden gleichsam in die Sphéare des Mathematisch-Abstrakten projiziert, in
welcher die Struktur ihres Zusammenhanges sich als ein Objekt des rein ma-
thematischen Denkens darstellt und einer Forschungsweise unterzogen wird,
die nur auf die logischen Beziehungen gerichtet ist, unbekiimmert um die
Frage nach der sachlichen Wahrheit, d.h. um die Frage, ob die durch die

4Man spricht in diesem Sinne von ,impliciter Definition*.



Axiome festgelegten geometrischen Verkniipfungen sich in der Wirklichkeit
(oder auch nur in unserer raumlichen Anschauung) vorfinden.

Diese Art der Deutung, welche die axiomatische Methode in Hilberts
Grundlagen der Geometrie erfuhr, bot nun insbesondere den Vorteil, daf sie
nicht auf die Geometrie beschrankt war, sondern sich ohne weiteres auf an-
dere Disziplinen iibertragen liefS. Den Gesichtspunkt der Gleichartigkeit der
axiomatischen Methode in ihrer Anwendung auf die verschiedensten Gebiete
hat Hilbert auch von vornherein ins Auge gefaf3t, und von ihm geleitet suchte
er diese Methode in moglichst weitem Umfange zur Geltung zu bringen. So
gelang es ihm insbesondere, die kinetische Gastheorie sowie die elementare
Strahlungstheorie in strenger Weise axiomatisch zu begriinden.

Auch schlossen sich der axiomatischen Forschungsweise Hilberts viele Ma-
thematiker an und wirkten im Sinne seiner Bestrebungen. Insbesondere war
es ein Erfolg der Axiomatik, als Zermelo im Gebiete der Mengenlehre die bis
dahin bestehende Unsicherheit des Schlieens durch eine geeignete axiomati-

96b sche Abgrenzung der | Schluweisen iiberwand und zugleich auch mit seinem
Axiomensystem eine gemeinsame Grundlage fiir Zahlentheorie, Analysis und
Mengenlehre schuf.?

Eine Zusammenfassung der methodischen Leitgedanken und eine Ubersicht
iiber die Ergebnisse der axiomatischen Forschung hat Hilbert in seinem Ziiricher
Vortrag iiber ,, Axiomatisches Denken® (1917)¢ gegeben. Hier kennzeichnet er
die axiomatische Methode als ein allgemeines Verfahren des wissenschaftli-
chen Denkens. Dieses Verfahren setzt auf allen den Wissensgebieten ein, wo
man bereits zur Aufstellung einer Theorie — oder, wie Hilbert es ausdriickt, zu
einer Ordnung der Tatsachen mit Hilfe eines Fachwerkes von Begriffen — ge-
langt ist. Es zeigt sich dann jedesmal, dafl zum logischen Aufbau der Theorie
einige wenige Sitze ausreichen, und man gewinnt damit die Moglichkeit einer
axiomatischen Grundlegung der Theorie. Diese wird zunéchst im Sinne der
alten Axiomatik erfolgen; man kann dann aber stets — so wie in der Geometrie
— zu dem Hilbertschen axiomatischen Standpunkt iibergehen, indem man von
dem Erkenntnis-Charakter der Axiome absieht und das ganze Fachwerk der
Begriffe nur (als eine mdgliche Form eines Verkniipfungszusammenhanges)
auf seine innere Struktur hin betrachtet.

Somit wird die Theorie zum Objekt einer rein mathematischen Untersu-
chung, welche eben die aziomatische heifit. Und zwar sind es bei allen Theori-

® Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre* (vide [?]).
6 Vide [?].
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en dieselben Hauptfragen, welche man zu erértern hat: Zunéchst einmal mufl
das Axiomensystem, damit es einen méglichen Verkniipfungszusammenhang
darstellt, der Bedingung der Widerspruchsfreiheit geniigen, d.h. die in den
Axiomen ausgedriickten Beziehungen miissen miteinander logisch vereinbar
sein. Somit entsteht die Aufgabe eines Nachweises fiir die Widerspruchs-
freiheit des Axiomensystems — ein Problem, welches die alte Auffassung
der Axiomatik nicht kennt, weil hier ja jedes Axiom als Ausspruch einer
Wabhrheit gilt. Sodann kommt es darauf an, einen Uberblick iiber die lo-
gischen Abhdngigkeiten zwischen den verschiedenen Sétzen der Theorie zu
gewinnen, insbesondere hat man zu untersuchen, ob die Axiome voneinan-
der logisch unabhéngig sind, oder ob etwa eines oder mehrere von ihnen
aus den iibrigen Axiomen bewiesen werden kénnen und somit in ihrer Rol-
le als Axiome iiberfliissig sind. Auflerdem aber besteht noch die Aufgabe,
nach den Moglichkeiten einer , Tieferlegung der Fundamente“ der Theorie
zu forschen, d.h. zu priifen, ob nicht die vorliegenden Axiome der Theorie
sich auf Satze von fundamentalerem Charakter zuriickfithren lassen, welche
dann ,eine tiefer liegende Schicht von Axiomen® fiir das betrachtete Fach-
werk von Begriffen bilden wiirden.cBoth quotations in [?], p. 148; second
quote emended.

| Diese Art der Untersuchung, welche durchaus mathematischen Charakter
besitzt, 148t sich nun auf jedes Wissensgebiet anwenden, das iiberhaupt einer
theoretischen Behandlung fiahig ist, und ihre Ausfithrung ist fiir die Klarheit
der Erkenntnis und fiir die systematische Ubersicht von héchstem Wert. So-
mit gewinnt durch die Idee der Axiomatik das mathematische Denken eine
universale Bedeutung fiir das wissenschaftliche Erkennen. In der Tat kann
Hilbert behaupten: ,,Alles, was Gegenstand des wissenschaftlichen Denkens
iiberhaupt sein kann, verfillt, sobald es zur Bildung einer Theorie reif ist,
der axiomatischen Methode und damit mittelbar der Mathematik.“d Vide
[?], p. 156; quote emended.

Mit dieser umfassenden Ausgestaltung des axiomatischen Gedankens war
nun zwar ein hinlénglich weiter Rahmen fiir die mathematische Problemstel-
lung gewonnen und die erkenntnistheoretische Fruchtbarkeit der Mathema-
tik klargelegt. Aber in Betreff der Sicherheit des mathematischen Verfahrens
blieb noch eine grundsétzliche Frage offen.

Némlich als das Erste und Wichtigste bei der axiomatischen Untersu-
chung einer Theorie war ja die Aufgabe erkannt, die Widerspruchsfreiheit
des Axiomensystems zu beweisen. In der Tat bildet die Widerspruchsfrei-
heit der Axiome die Lebensfrage fiir eine jede axiomatische Theorie; denn
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von ihr hingt es ab, ob das Fachwerk der Begriffe iiberhaupt einen Ver-
kniipfungszusammenhang oder nur den Schein eines solchen darstellt.

Wenn wir nun zusehen, wie es bei den verschiedenen geometrischen und
physikalischen Theorien, die eine axiomatische Begriindung erfahren haben,
mit dem Nachweis der Widerspruchsfreiheit bestellt ist, so finden wir, dafl
dieser iiberall nur in einem relativen Sinn erbracht ist: die Widerspruchsfrei-
heit des zu untersuchenden Axiomensystems wird bewiesen, indem man ein
System von Gegenstdnden und von Beziehungen innerhalb der mathemati-
schen Analysis aufweist, fiir welches die Axiome erfiillt sind. Diese ,, Methode
der Zuriickfiihrung® auf die Analysis (d.h. auf die Arithmetik im weiteren
Sinne) hat zur Voraussetzung, dafl die Analysis selbst ein widerspruchsfreies
System bildet, — sei es nun, daf} sie als ein Inbegriff von Erkenntnissen oder
nur als ein axiomatisches Gebaude (d.h. als ein blof§ mogliches System von
Verkniipfungen) anzusehen ist.

Nun ist aber die Widerspruchsfreiheit der Analysis nicht so ohne weite-
res selbstverstiandlich, wie man zunéchst denken mochte. Die Schluffweisen,
welche man in der Theorie der reellen Zahlen und der reellen Funktionen an-
wendet, haben nicht jenen Charakter des unmittelbar Handgreiflichen, wie er
etwa den Schliissen der elementaren Zahlentheorie eigen ist. Und wenn man
die Beweismethoden von allem irgendwie Problematischen befreien will, so
ist man genotigt, die Analysis axiomatisch aufzubauen. Es erweist sich somit
die Notwendigkeit, auch fiir | die Analysis einen Beweis ihrer Widerspruchs-
freiheit zu liefern.

Das Erfordernis eines solchen Nachweises zur Sicherheit der axiomatischen
Methode und der Mathematik {iberhaupt hat Hilbert von Anfang an erkannt
und betont. Und wenngleich seine Bemiihungen um dieses Problem noch nicht
zu dem Endziel gefiihrt haben, so ist es ihm doch gegliickt, den methodischen
Ansatz zu finden, durch welchen die Aufgabe mathematisch angreitbar wird.

Die Grundgedanken dieses Ansatzes wurden von Hilbert schon 1904 in
seinem Heidelberger Vortrag , iiber die Grundlagen der Logik und der Arith-
metik“” dargelegt. Jedoch boten diese Ausfithrungen dem Verstéindnis grofe
Schwierigkeiten und waren auch manchen Anfechtungen ausgesetzt. Seitdem
hat Hilbert seinen Plan weiter verfolgt und seinen Ideen eine faflliche Form
gegeben, die er kiirzlich in einem Vortragszyklus in Hamburg zur Darstellung
brachte.

"Anhang VII zu [?] (vide [?]).
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Der Gedankengang, auf welchem der Hilbertsche Ansatz fiir die Grund-
legung der Arithmetik und Analysis beruht, ist folgender: Die methodischen
Schwierigkeiten der Analysis, auf Grund deren man in dieser Wissenschaft
genotigt ist, iiber den Rahmen des konkret Vorstellbaren hinauszugehen,
rithren davon her, dafl die Stetigkeit und das Unendliche hier eine wesent-
liche Rolle spielen. Dieser Umstand wiirde auch fiir den Nachweis der Wi-
derspruchsfreiheit der Analysis ein uniiberwindliches Hindernis bilden, wenn
dieser Nachweis in dem Sinne gefithrt werden miifite, daffi man zeigt: ein
System von Dingen, wie es die Analysis annimmt — etwa das System aller
endlichen oder unendlichen Mengen von ganzen Zahlen — ist logisch méglich.

Nun braucht aber die Behauptung der Widerspruchsfreiheit gar nicht in
diesem Sinne bewiesen zu werden, vielmehr kann man ihr auch folgende ganz
andere Wendung geben: die SchluBlweisen der Analysis kénnen niemals zu
einem Widerspruch fithren — oder, was auf dasselbe hinauskommt: es ist
unmoglich, aus den Axiomen der Analysis und mit Hilfe ihrer Methoden des
Schlieflens die Beziehung 1 # 1 (,,1 ist ungleich 1*) abzuleiten. Hier handelt
es sich nicht um die Moglichkeit einer stetigen, unendlichen Mannigfaltigkeit
von gewissen Eigenschaften, sondern um die Unmoglichkeit eines mathema-
tischen Beweises mit bestimmten Eigenschaften. Ein mathematischer Beweis
ist aber, im Unterschied von einer stetigen, unendlichen Mannigfaltigkeit,
ein konkretes, in allen Teilen iiberblickbares Objekt; er muf3 sich, wenigstens
grundsétzlich, von Anfang bis Ende vollstéindig mitteilen lassen. Und auch
die verlangte Beschaffenheit des Beweises (dafl er geméf den Prinzipien der
Analysis verlduft und zu dem Endergebnis 1 # 1 fiihrt) ist eine konkret
fest|stellbare Eigenschaft. Es besteht daher auch grundsétzlich durchaus die
Moglichkeit, den Nachweis fiir die Widerspruchslosigkeit der Analysis durch
elementare, handgreiflich sichere Uberlegungen zu erbringen; wir miissen nur
den Standpunkt einnehmen, dafl nicht diejenigen Gegenstidnde, auf welche
sich die Beweise der Analysis beziehen, sondern vielmehr diese Beweise selbst
das Objekt der Untersuchung bilden.

Auf Grund dieser Erwéigung ergibt sich nun fiir Hilbert die Aufgabe einer
genaueren Betrachtung der Formen mathematischer Beweise. Wir miissen
— so sagt er in seinem Vortrag iiber axiomatisches Denken — ,,den Begriff
des spezifisch mathematischen Beweises selbst zum Gegenstand einer Un-
tersuchung machen, gerade wie ja auch der Astronom die Bewegung seines
Standortes beriicksichtigen, der Physiker sich um die Theorie seines Appa-
rates kiimmern mufl und der Philosoph die Vernunft selbst kritisiert.“e Vide
7], p. 155. Fiir die Struktur der mathematischen Beweise sind aber in erster
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Linie die allgemeinen Formen des logischen Schliefens mafigebend. Daher
muf die geforderte Untersuchung der mathematischen Beweise jedenfalls die
logischen Schlufiformen mitbetreffen. Und so erklarte auch Hilbert schon in
dem Heidelberger Vortrag, dafl ,,eine teilweise gleichzeitige Entwickelung der
Gesetze der Logik und der Arithmetik erforderlich“f Vide [?], p. 250. sei.

Mit diesem Gedanken kniipfte Hilbert an die mathematische Logik an.
Diese Wissenschaft, deren Idee auf Leibniz zuriickgeht und die sich in der
zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts, von primitiven Anfingen anhebend,
zu einem fruchtbaren Felde des mathematischen Denkens entwickelte, hat
die Methoden ausgebildet, wie man durch eine symbolische Bezeichnung der
einfachsten logischen Verkniipfungen (wie ,,und“, ,oder®, ,nicht*,  alle*) ei-
ner mathematischen Beherrschung der Formen des logischen Schlieflens ge-
langt. Es zeigte sich, dal man durch diesen , Logikkalkul® erst den vollen
Uberblick iiber das System der logischen SchluBformen gewinnt, von wel-
chem die Schlufifiguren, die man in der traditionellen Logik behandelt, nur
ein verhéaltnismafig kleines Teilgebiet bilden. Insbesondere gelang es Peano,
Frege und Russell, den Logikkalkul so auszugestalten, dafi man damit die
gedanklichen Schliisse der mathematischen Beweise durch symbolische Ope-
rationen vollkommen nachbilden kann.

Dieses Verfahren des Logikkalkuls bildet eine sinngeméfle Ergénzung der
Methode der axiomatischen Begriindung einer Wissenschaft, insofern da-
durch neben der genauen Festlegung der Voraussetzungen, wie sie die axio-
matische Methode bewirkt, auch eine genaue Verfolgung der Schluffweisen
ermoglicht wird, mit Hilfe deren man von den Grundsétzen einer Wissen-
schaft zu ihren Folgerungen gelangt.

Indem nun Hilbert das Verfahren der mathematischen Logik sich zu eigen
machte, nahm er | an dieser Methode eine ganz entsprechende Umdeutung
vor, wie er es mit der axiomatischen Methode getan hatte. So wie er ehedem
die Grundbeziehungen und die Axiome der Geometrie ihres anschaulichen
Inhalts entkleidete, so schaltet er nun aus den Beweisen der Arithmetik und
Analysis, die er zum Gegenstand seiner Untersuchung macht, den gedankli-
chen Inhalt der Schliisse aus, indem er die Formalsysteme, durch welche sich
jene Beweise in dem Logikkalkul darstellen, losgelést von ihrer inhaltlich-
logischen Interpretation als das unmittelbare Objekt der Betrachtung nimmt
und somit die Beweisfithrungen der Analysis durch ein rein formales Handeln
ersetzt, welches mit bestimmten Zeichen nach festen Regeln stattfindet.

Durch diese Betrachtungsweise, in welcher die Absonderung des Spezifisch-
Mathematischen von allem Inhaltlichen ihren Gipfelpunkt erreicht, gewinnt
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die Hilbertsche Ansicht von dem Wesen der Mathematik und der axiomati-
schen Methode erst ihren wirklichen Abschluf}. Denn wir erkennen nunmehr,
daf jene Sphére des Mathematisch-Abstrakten, in welche die Denkmethode
der Mathematik alles theoretisch Fafibare iibersetzt, nicht diejenige des in-
haltlich Logischen, sondern vielmehr das Gebiet des reinen Formalismus ist.
Die Mathematik erweist sich als die allgemeine Lehre von den Formalismen,
und indem wir sie als solche erfassen, wird auch ihre universale Bedeutung
ohne weiteres klar.

Diese Bedeutung der Mathematik als allgemeine Formenlehre ist in der
neueren Physik aufs glinzendste zutage getreten, insbesondere in der Ein-
steinschen Gravitationstheorie, wo der mathematische Formalismus fiir Ein-
stein die Richtlinie abgab zur Aufstellung seines Gravitationsgesetzes, dessen
genauere Form ohne Heranziehung der mathematischen Hilfsmittel niemals
hétte gefunden werden konnen. Und hier war es wiederum Hilbert, der dieses
Gravitationsgesetz zuerst auf seine einfachste mathematische Form brachte
und, indem er die M&glichkeit einer harmonischen Zusammenfiigung der Gra-
vitationstheorie mit der Elektrodynamik aufzeigte, die weiteren an die Ein-
steinsche Theorie ankniipfenden mathematischen Spekulationen ercffnet hat,
die dann von Weyl durch seine geometrische Idee zur systematischen Vollen-
dung gefiithrt wurden. Falls diese Spekulationen sich in der Physik bewé#hren
sollten, so wiirde damit der Triumph der Mathematik in der modernen Wis-
senschaft ein vollkommener sein.

Betrachten wir nun im ganzen den Gedankenertrag von Hilberts philo-
sophischen Untersuchungen sowie die Wirkung, die sie ausgeiibt haben, und
halten wir uns andererseits die anfangs geschilderte Entfaltung der Mathema-
tik in der neueren Zeit vor Augen, so zeigt sich uns das wesentliche an Hilberts
philosophischer Leistung darin, daf§ er den Anspruch auf einen uni|versalen
geistigen Einflul in der Wissenschaft, den sich die Mathematik durch ihre
innerliche Vertiefung und ihre grofiziigige Ausgestaltung erworben hatte, mit
Nachdruck und Erfolg zur Geltung gebracht hat, indem er eine weitherzi-
ge | philosophische Auffassung von der Mathematik entwickelte, welche es
ermoglicht, der Bedeutung und Tragweite ihrer Methode gerecht zu werden,
Die Freunde der mathematischen Wissenschaft werden ihm dafiir dauernden
Dank wissen.
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