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(L’enseignement mathematique 24, S. 52—69;
repr. in Abhandlungen, S. 62-78)

| Gestatten Sie, dafi ich Thnen meinerseits vom gegenwértigen Stand der
Forschungen iiber die Grundlagen der Mathematik berichte. Da es in diesem
Bereich Fragen gibt, die offen bleiben, bin ich nicht in der Lage, Thnen ein
endgiiltiges Bild zu entwerfen. Es ist jedoch zu betonen, dafl die Situation
keineswegs so kritisch ist, wie man glauben kénnte, wenn man jene Stimmen
hort, die von einer Krise der Grundlagen sprechen. Dieser Ausdruck mag
in gewisser Hinsicht gerechtfertigt erscheinen, aber er l&t leicht die Mei-
nung aufkommen, dafl die mathematische Wissenschaft in ihren Grundfesten
erschiittert sei.

In Wahrheit gedeihen die mathematischen Wisenschaften in voller Si-
cherheit und Harmonie. Die Ideen von Dedekind, Poincare und Hilbert sind
systematisch und mit grofem Erfolg weiterentwickelt worden, ohne dafl sich
irgendeine Unstimmigkeit in den Ergebnissen zeigt.

Lediglich in philosophischer Hinsicht sind Einwdnde erhoben worden. Sie
beziehen sich auf bestimmte Denkweisen, die der Infinitesimalrechnung und
der Mengenlehre eigen sind. Diese Denkweisen sind zum erstenmal systema-
tisch angewendet worden, als man den Methoden der Infinitesimalrechnung
eine strenge Form gegeben hat. Man betrachtet die Gegenstéinde einer Theo-
rie als die Elemente einer Gesamtheit und folgert daraus: Fiir jede Eigen-
schaft, die sich vermittels der Begriffe der Theorie ausdriickt, steht objektiv
fest, ob es in der Gesamtheit ein Element gibt, das diese FEigenschaft besitzt
oder nicht. Aus dieser Vorstellung lafit sich auch die folgende Alternative

"Vortrag, gehalten am 18. Juni 1934 im Zyklus der , Internationalen Vortrige fiir ma-
thematische Wissenschaften“ in der Reihe: Mathematische Logik.
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herleiten: Entweder alle Elemente einer Menge besitzen eine gegebene Eigen-
schaft, oder es gibt wenigstens eines, das diese Eigenschaft nicht besitzt.

Man findet in der Axiomatik der Geometrie — in der Form, die Hilbert
ihr gegeben hat — ein Beispiel fiir diese Art der Theorienbildung. Wenn wir
die Axiomatik Hilberts mit der Euklids vergleichen, wobei wir davon abse-
hen, dal bei dem griechischen Mathematiker noch einige Axiome fehlen, so
bemerken wir, dal Euklid von Figuren spricht, die erst zu konstruieren sind,
wéhrend fiir Hilbert die Systeme der | Punkte, der Geraden und der Ebenen
bereits von Anfang an existieren. Euklid postuliert: Man kann zwei Punk-
te durch eine Gerade verbinden; Hilbert dagegen stellt das Axiom auf: Sind
zwei beliebige Punkte gegeben, so existiert eine Gerade, auf der beide Punk-
te liegen. , Existieren“ bezieht sich hier auf das System der Geraden. Dieses
Beispiel zeigt bereits, dafl die Tendenz, von der wir sprechen, dahin geht,
die Gegensténde als losgelost von aller Bindung an das denkende Subjekt zu
betrachten.

Da diese Tendenz vor allem in der Philosophie Platons zur Geltung ge-
kommen ist, sei es mir gestattet, sie als ,,Platonismus* zu bezeichnen.

Der Wert der vom Platonismus inspirierten mathematischen Konzeptio-
nen liegt darin, dafl sie Modelle fiir das abstrakte Vorstellen liefern, die sich
durch ihre Einfachheit und ihre logische Geschlossenheit auszeichnen. Diese
reprasentieren, mit gewissen Extrapolationen, bestimmte Bereiche der Erfah-
rung und des Anschaulichen. Wir wissen indessen, dafl man die theoretischen
Systeme der Geometrie und der Physik arithmetisch darstellen kann. Aus die-
sem Grunde richten wir unsere Aufmerksamkeit auf den Platonismus in der
Arithmetik. Ich spreche iibrigens hier von der Arithmetik im weiteren Sinne,
worin die Analysis und die Mengenlehre eingeschlossen ist.

Die schwichste der ,,platonistischen Annahmen, die von der Arithmetik
eingefiihrt worden sind, ist die von der Gesamtheit der ganzen Zahlen. Daraus
resultiert das Prinzip des ,tertium non datur® fiir die ganzen Zahlen: Wenn
P ein Pradikat von ganzen Zahlen ist, dann trifft P entweder auf jede Zahl
zu, oder es gibt wenigstens eine Zahl, die eine Ausnahme bildet.

Diese Alternative ist — kraft der genannten Annahme — eine unmittelbare
Folge des logischen Prinzips des ,tertium non datur®; in der Analysis wen-
det man sie fast stdndig an. So folgert man beispielsweise vermittels dieser
Alternative: Fiir zwei reelle Zahlen a und b, die durch konvergierende Rei-
hen gegeben sind, gilt entweder a = b oder a < b oder b < a; desgleichen:
eine Folge von positiven rationalen Zahlen néahert sich entweder beliebig der
Null, oder aber es existiert eine positive rationale Zahl, die kleiner ist als alle
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Zahlen der Folge.

Auf den ersten Blick erscheinen derartige Alternativen trivial, und man
iibersieht leicht, dafl sich dort eine Annahme eingeschlichen hat.

Aber die Analysis gibt sich nicht mit dieser bescheidenen Art des Plato-
nismus zufrieden; dieser kommt in starkerem Mafle in folgenden Begriffen zur
Geltung: Zahlenmenge, Zahlenfolge und Funktion. Hier sieht man ab von den
effektiven Moglichkeiten, eine Menge, eine Folge oder eine Funktion zu defi-
nieren. Diese Begriffe werden vielmehr in | einem ,,quasi-kombinatorischen*
Sinne gebraucht; darunter verstehe ich: im Sinne einer Analogie zwischen
dem Unendlichen und dem Endlichen.

Betrachten wir zum Beispiel die verschiedenen Funktionen, die jeder Zahl
einer endlichen Reihe 1,2, ......n eine Zahl der gleichen Reihe zuordnen. Es
gibt n™ Funktionen dieser Art, und jede von ihnen erhélt man durch n un-
abhéngige Entscheidungen. Zum Unendlichen iibergehend, stellt man sich
nun Funktionen vor, die durch eine unendliche Zahl unabhéngiger Entschei-
dungen erzeugt werden, durch welche jeder ganzen Zahl eine ganze Zahl zu-
geordnet wird, und man zieht die Gesamtheit dieser Funktionen in Betracht.
Desgleichen betrachtet man eine Menge ganzer Zahlen als das Ergebnis un-
endlich vieler unabhéngiger Akte, die fiir jede Zahl entscheiden, ob sie in
der Menge enthalten oder nicht enthalten ist. Daran schliefit sich die Idee
der Gesamtheit dieser Mengen. In analoger Weise werden auch die Folgen
und die Mengen reeller Zahlen betrachtet. Die Bildungsgesetze von spezi-
ellen Funktionen, Folgen oder Mengen sind — so gesehen — nur Methoden
der Angabe eines Gegenstandes, der unabhéngig von der Konstruktion und
dieser vorgéngig Existenz besitzt.

Das Auswahlprinzip ist eine direkte Anwendung der eben erwéhnten quasi-
kombinatorischen Auffassungen. Generell wird es in der Theorie der reellen
Zahlen in folgender Form angewendet: Sei

dergestalt, dafl fiir jeden Index n,a, Element von M, ist. Das Prinzip gibt
zur Kritik Anlafl, wenn die effektive Konstruktion der Zahlenfolge gefordert
wird.
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Ein &hnlicher Fall liegt vor bei den, nach Poincaré, impradikativen Defini-
tionen. Eine impréadikative Definition einer reellen Zahl ist dadurch gekenn-
zeichnet, daf sie eine Bedingung des Inhalts enthélt, dafl alle reellen Zahlen
eine bestimmte Eigenschaft P haben, oder eine Bedingung des Inhalts, es
existiere eine reelle Zahl mit der Eigenschaft P.

Diese Art von Definitionen stiitzt sich auf die Annahme der Gesamtheit
der Folgen ganzer Zahlen, da ja eine reelle Zahl durch einen Dezimalbruch
dargestellt wird, d.h. durch eine spezielle Folge ganzer Zahlen.

Man verwendet sie insbesondere zum Beweis des Grundtheorems, dafl
eine beschriankte Menge reeller Zahlen immer eine obere Grenze, d. h. eine
kleinste obere Schranke besitzt. In den Theorien von Cantor | erstrecken
sich die platonistischen Begriffsbildungen weit iiber die Theorie der reel-
len Zahlen hinaus. Dies geschieht durch die iterierte Anwendung des quasi-
kombinatorischen Funktionsbegriffes und durch die Verwendung von Verei-
nigungsprozessen. Das sind ja die bekannten Methoden der Mengenlehre.

Die platonistischen Konzeptionen der Analysis und der Mengenlehre ha-
ben auch in den modernen Theorien der Algebra und der Topologie Anwen-
dung gefunden, wo sie sich als sehr fruchtbar erwiesen haben.

Dieser kurze Uberblick mag geniigen, um den Platonismus und seine An-
wendung in der Mathematik zu charakterisieren. Diese Anwendung ist eine
so iibliche, daB es keine Ubertreibung ist, wenn man sagt, der Platonismus
sei heute herrschend in der Mathematik.

Andererseits sehen wir jedoch, dal diese Tendenz von Anfang an grund-
satzlich kritisiert worden ist und viele Diskussionen verursacht hat. Die Kritik
hat sich verstirkt durch die Entdeckung der Paradoxien der Mengenlehre,
obwohl durch diese Antinomien nur der extreme Platonismus widerlegt wird.

Bisher haben wir nur einen beschrinkten Platonismus behandelt, der
nicht mehr préatendiert als — sozusagen — eine idealisierende Extrapolation
eines Denkbereiches. Aber man ist hierbei nicht stehengeblieben. Viele Ma-
thematiker und Philosophen interpretieren die Methoden des Platonismus
im Sinne eines Begriffsrealismus und postulieren die Existenz einer Ideen-
welt, die alle Gegenstédnde und Beziehungen der Mathematik enthilt. Durch
die Antinomie von Russell-Zermelo, aber auch durch andere Antinomien, hat
sich dieser absolute Platonismus als unhaltbar erwiesen.

Wenn man diese Widerspriiche in ihrer rein logischen Form zum ersten-
mal hort, wirken sie wie Wortspiele ohne ernstliche Bedeutung. Man muf3
jedoch bedenken, dafl diese anscheinend spielerischen Formen der Paradoxien
als Konsequenzen aus den Forderungen des absoluten Platonismus erhalten
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wurden.

Es geht in diesen Antinomien besonders darum, sichtbar zu machen, dafl
es unmoglich ist, folgende Dinge miteinander in Einklang zu bringen: den
Gedanken der Gesamtheit aller mathematischen Gegensténde und die allge-
meinen Begriffe von Menge und Funktion; in der Tat, die Gesamtheit selber
wiirde einen Bereich von Elementen fiir weitere Mengen sowie von Argumen-
ten und Werten fiir weitere Funktionen ergeben.

Wir miissen also auf den absoluten Platonismus verzichten. Dabei ist
zu betonen, dafl dieses fast die einzige Einschrankung ist, die sich aus den
genannten Widerspriichen ergibt. Mancher mag das bedauern, da | man sich
doch von allen Seiten auf die Paradoxien beruft. In der Tat wird jedoch
durch das Erfordernis, die Paradoxien zu vermeiden, noch kein eindeutiges
Programm festgelegt. Insbesondere wird der beschréankte Platonismus von
diesen Antinomien iiberhaupt nicht beriihrt.

Jedenfalls erhielt die Grundlagenkritik der Analysis von dieser Seite einen
neuen Impuls, und unter den verschiedenen Moglichkeiten, den Widerspriichen
auszuweichen, bot sich die der vélligen Elimination des Platonismus als die
radikalste an.

Sehen wir zu, wie diese Elimination sich vollziehen l48t. Sie geschieht
in zwei Schritten entsprechend den beiden wesentlichen Annahmen des Pla-
tonismus. Der erste Schritt besteht darin, die Begriffe einer Menge, einer
Folge, einer Funktion, die ich ,quasi-kombinatorisch® genannt habe, durch
konstruktive Begriffe zu ersetzen. Der Gedanke einer unendlichen Zahl un-
abhéngiger Bestimmungen wird verworfen. Man betont, dafl eine unendliche
Folge oder ein Dezimalbruch nur durch ein arithmetisches Gesetz festgelegt
werden kann, und betrachtet das Kontinuum als eine Menge von Elemen-
ten, die durch derartige Gesetze definiert sind. Dieses Vorgehen erfolgt im
Sinne der Tendenz zur vollkommenen Arithmetisierung der Analysis. In der
Tat mufl man zugestehen, dafl in der gewohnlichen Methode der Analysis
die Arithmetisierung keine vollsténdige ist. Die Begriffsbildungen, die man
hier anwendet, reduzieren sich nicht vollig — wie wir gesehen haben — auf den
Begriff der ganzen Zahl und die logischen Begriffe.

Wenn wir indessen den Gedanken verfolgen, daf3 jede reelle Zahl durch
ein arithmetisches Gesetz definiert ist, dann dréngt sich die Idee der Gesamt-
heit der reellen Zahlen nicht mehr auf, und das Auswahlprinzip verliert seine
Evidenz. Uberdies sind wir dann genétigt, wofern wir nicht — wie Russell
und Whitehead — zusétzliche Voraussetzungen einfiihren, auf verschiedene
gebrauchliche Schlufiweisen zu verzichten. Diese Konsequenzen hat vor al-
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lem Hermann Weyl in seinem Buch Das Kontinuum zur vollen Deutlichkeit
gebracht.

Gehen wir nun zum zweiten Schritt der Elimination iiber. Er besteht
darin, auf die Idee der Gesamtheit der ganzen Zahlen zu verzichten. Dieser
Gesichtspunkt wurde zuerst von Kronecker geltend gemacht und spéter dann
von Brouwer systematisch weiterentwickelt.

Obwohl viele von Thnen im Maérz eine authentische Darstellung dieser
Methode von Prof. Brouwer selber erhalten haben, erlaube ich mir dennoch
einige erkldrende Worte.

In bezug auf Kronecker mufl man zunéchst ein Miflversténdnis beseitigen,
das durch den héaufig zitierten Aphorismus nahegelegt wird: ,, Die natiirlichen
Zahlen sind von Gott geschaffen, alles andere in der | Mathematik ist Men-
schenwerk.“ Wenn das wirklich die Uberzeugung von Kronecker gewesen
wire, hitte er die Vorstellung von der Gesamtheit der ganzen Zahlen an-
erkennen miissen.

In Wahrheit ist die Methode Kroneckers — und auch die von Brouwer —
gerade dadurch charakterisiert, daf sie die Voraussetzung vermeidet, es gebe
eine fertige Reihe der natiirlichen Zahlen, die eine ideale Gegenstéindlichkeit
(in platonistischem Sinne) bildet.

Man kann nach Kronecker und Brouwer von der Zahlenreihe nur im Sin-
ne eines nie endenden Prozesses sprechen, der iiber jede erreichte Grenze
hinausgeht.

Dieser Ausgangspunkt hat weitere Divergenzen zur Folge, vor allem in
der Anwendung und Interpretation logischer Formen: Weder ein allgemeines
Urteil iiber die natiirlichen Zahlen noch ein Existenzurteil kann so aufgefafit
werden, dafl es eine Eigenschaft der Zahlenreihe ausdriickt. Ein allgemeiner
zahlentheoretischer Satz muf3 als eine Voraussage angesehen werden, daf ei-
ne gewisse Eigenschaft bei jeder Zahlenkonstruktion angetroffen wird. Die
Behauptung der Existenz einer Zahl mit einer bestimmten Eigenschaft wird
als Teilaussage einer bestimmten Behauptung interpretiert, die eine Zahl der
fraglichen Eigenschaft angibt oder einen Weg weist, um zu einer solchen Zahl
zu gelangen. Dieses nennt Hilbert ein ,,Partialurteil“.

Aus dem gleichen Grunde hat die Negation eines allgemeinen Satzes oder
eines Existenzsatzes iiber die natiirlichen Zahlen keinen unmittelbaren Sinn.
Man muf} die Negation verschérfen, um zu einer mathematischen Behauptung
zu gelangen. Eine solche Verschéirfung der Negation eines Satzes, welcher die
Existenz einer Zahl mit einer Eigenschaft P aussagt, wird z. B. durch die
Aussage geliefert, dafl es eine Zahl der Eigenschaft P nicht geben kann oder
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dafl die Annahme einer Zahl dieser Eigenschaft zu einem Widerspruch fiihrt.
Fiir solche verschérfte Negationen ist jedoch das Prinzip des ausgeschlossenen
Dritten nicht mehr anwendbar.

Auf diese Weise ergeben sich die fiir Brouwers , Intuitionismus® charakte-
ristischen Komplikationen. So kann man z.B. nicht generell die folgende Alter-
native anwenden: Fine unendliche Reihe mit positiven Gliedern ist entweder
konvergent oder divergent; zwei konvergierende Summen représentieren ent-
weder dieselbe reelle Zahl oder verschiedene Zahlen. In der Theorie der gan-
zen Zahlen und der algebraischen Zahlen lassen sich diese Schwierigkeiten ver-
meiden, und es gelingt hier, alle wesentlichen Theoreme und Begriindungen
aufrechtzuerhalten.

In der Tat hat schon Kronecker gezeigt, daff die Theorie der alge- | brai-
schen Zahlkorper sich nach seinem methodischen Programm entwickeln 148t,
also ohne auf die Gesamtheit der ganzen Zahlen Bezug zu nehmen.'

Was die Analysis angeht, so wissen Sie, dafi diese von Brouwer geméif3
den Forderungen des Intuitionismus entwickelt wurde. Man muf} allerdings
dabei einige Theoreme der gebrduchlichen Analysis aufgeben, so z.B. den
Fundamentalsatz, dafl jede stetige Funktion in einem abgeschlossenen Inter-
vall ein Maximum besitzt. Nur Weniges von der Mengenlehre bleibt in der
intuitionistischen Mathematik erhalten.

Summarisch konnen wir sagen, dafl der Intuitionismus fiir die Zahlen-
theorie angemessen ist, die halb-platonistische Methodik, welche die Vorstel-
lung von der Gesamtheit der ganzen Zahlen verwendet, jedoch die quasi-
kombinatorischen Begriffe vermeidet, fiir die Theorie der reellen Zahlen an-
gemessen ist und die gebrauchliche platonistische Methodik fiir die geome-
trische Theorie des Kontinuums. Diese Situation ist keineswegs erstaunlich;
ist es doch ein dem heutigen Mathematiker vertrautes Verfahren, in jeder

1Zu diesem Zweck hat Kronecker in seinen Vorlesungen u. a. ein Verfahren dargelegt,
wie man den Begriff einer reellen algebraischen Zahl einfithren kann, eine Methode, die
man fast ganz vergessen hat, obwohl sie die einfachste ist, um diesen Begriff zu definie-
ren. Die Methode besteht darin, die reellen algebraischen Zahhlen darzustellen durch die
Zeichenwechsel von irreduziblen Polynomen einer Variablen mit ganzen rationalen Ko-
effizienten; ausgehend von dieser Definition fiihrt man die Elementaroperationen und die
Groflenbeziehung fiir die reellen algebraischen Zahlen ein und stellt fest, dafl die geldufigen
Rechengesetze giiltig sind; schliefflich beweist man, daf} ein Polynom mit algebraischen
Koeffizienten, welches fiir zwei algebraische Argumente a und b Werte von verschiedenem
Vorzeichen annimmt, zwischen a und b eine Nullstelle hat.
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Disziplin nur die fiir sie notwendigen Voraussetzungen zu verwenden.

Durch diese Beschriankung gewinnt eine Theorie an methodischer Klar-
heit; und in dieser Richtung erweist sich der Intuitionismus als fruchtbar.

Aber wie Sie wissen, begniigt sich der Intuitionismus nicht mit dieser
Rolle; er wendet sich gegen die gebrduchliche Mathematik und behauptet,
allein die wahre Mathematik zu vertreten.

Andrerseits sind die Mathematiker im allgemeinen gar nicht bereit, die
bew#hrten und eleganten Methoden der Analysis gegen eine kompliziertere
Methodik einzutauschen, ohne dafl es dafiir eine zwingende Notwendigkeit
gibe. |

Man muf} also die Frage grundsétzlich betrachten. Versuchen wir uns den
Intuitionismus und seine Philosophie genauer zu vergegenwértigen.

Die Instanz, auf die sich Brouwer beruft, ist die Evidenz. Er behauptet,
daf die Vorstellungen, auf die sich der Intuitionismus stiitzt, uns in evidenter
Weise durch die reine Anschauung gegeben sind. In dieser Berufung auf die
reine Anschauung steht er zum Teil in Einklang mit Kant. Wahrend aber fiir
Kant eine reine Anschauung von Raum und Zeit existiert, erkennt Brouwer
nur die Anschauung der Zeit an, von der er wie Kant die Zahlvorstellung
ableitet.

Was diese philosophische Position angeht, mufl man Brouwer, wie mir
scheint, zwei wesentliche Dinge zugestehen: erstens, dafl der Begriff der natiir-
lichen Zahl einen anschaulichen Ursprung hat. Daran haben auch die Un-
tersuchungen der Logiker, auf die ich spéter zuriickkommen werde, nichts
gedndert. Zweitens ist zuzugestehen, daBl man die Arithmetik und die Geo-
metrie nicht in der Weise gleichstellen darf, wie Kant es getan hat. Die Vor-
stellung der Zahl ist elementarer als die geometrischen Vorstellungen.

Jedoch die Existenz einer geometrischen Anschauung vollig abzulehnen,
erscheint als ein wenig voreilig. Lassen wir aber diese Frage hier beiseite;
es gibt dringendere: Ist es wirklich sicher, dafl sich die Evidenz der arith-
metischen Anschauung genauso weit erstreckt, wie es zur Abgrenzung der
intuitionistischen Arithmetik erforderlich ist? Und schliellich: Ist es moglich,
eine scharfe Grenze zu ziehen zwischen dem, was evident und dem, was le-
diglich plausibel ist?

Ich glaube, diese beiden Fragen wird man verneinen miissen. Was zunéchst
die Evidenz im allgemeinen angeht, so wissen Sie, daf§ die Menschen — und
selbst die Wissenschaftler — dariiber verschiedener Meinung sind. Sogar ein
und derselbe Mensch verwirft mitunter Annahmen, die ihm vorher als evident
erschienen.
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Ein Beispiel einer vieldiskutierten Evidenzfrage, iiber welche bis heute
Meinungsverschiedenheit besteht, ist die der Evidenz des Parallelenaxioms.
Ich glaube, daf§ die Kritik, die sich gegen dieses Axiom gerichtet hat, sich
zum Teil durch die besondere Stellung erklirt, die es im System Euklids
hat. Verschiedene andere Axiome waren hier weggelassen, so dafl sich das
Parallelenaxiom von den iibrigen durch seine Komplikation unterschied.

Ich mochte mich begniigen, hierzu das folgende zu bemerken: Man kann
iiberhaupt die geometrische Evidenz anzweifeln; man kann der Meinung sein,
sie erstrecke sich nur auf topologische Gegebenheiten oder auch auf die Sach-
verhalte, die durch die projektiven Axiome ausgedriickt werden. Man kann
andererseits behaupten, die geometrische Intuition | sei nicht exakt. Diese
Ansichten sind konsequent, und zugunsten einer jeden von ihnen kénnen
Argumente angefithrt werden. Aber zu behaupten, die metrische Geometrie
besitze eine Evidenz, die auf diejenigen Gesetze beschréinkt ist, die der eukli-
dischen Geometrie mit derjenigen von Bolyai-Lobatschefskij gemeinsam sind,
also eine exakte metrische Evidenz, die aber nicht die Existenz eines exak-
ten Quadrats garantiert, eine solche Behauptung scheint mir sehr kiinstlich.
Dennoch haben mehrere Mathematiker diese Ansicht vertreten.

Es ging uns hier darum, die Schwierigkeiten aufzuzeigen, denen man be-
gegnet, wenn man den Bereich der Evidenz abgrenzen will. Diese Schwie-
rigkeiten dndern jedoch nichts daran, dafl es unbestreitbare Evidenzen gibt,
und der Intuitionismus weist jedenfalls solche Evidenzen auf. Aber bewegt er
sich wirklich nur im Bereich dieser elementaren Evidenzen? Dies steht nicht
vollig auBler Zweifel, und zwar aus folgendem Grunde: Der Intuitionismus
1aBt génzlich die Moglichkeit auler acht, dal die Rechenoperationen, die fiir
die Anwendung der rekursiven Definitionen erfordert werden, fiir sehr grofle
Zahlen keine konkrete Bedeutung mehr besitzen. Ausgehend von zwei gan-
zen Zahlen k, 1, gelangt man ohne weiteres zu k'; dieser Proze8 fiihrt nach
wenigen Schritten zu Zahlen, die unsere Vorstellungskraft und sogar die in
der Naturwissenschaft vorkommenden Zahlen iibertreffen, z. B.

729
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Der Intuitionismus ebenso wie die gewohnliche Mathematik behauptet,
eine solche Zahl konne durch eine Dezimalentwicklung dargestellt werden.
Konnte man nicht die Kritik, die der Intuitionismus an den Existenzbehaup-
tungen iibt, weiterfithren und die Frage aufwerfen: Was bedeutet die Be-
hauptung der Existenz einer Dezimalentwicklung der eben genannten Zahl,
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da wir doch nicht wirklich imstande sind, sie uns zu verschaffen? Brouwer
beruft sich auf die Anschauung; aber man kann bezweifeln, ob es hier wirk-
lich eine anschauliche Evidenz gibt. Wird hier nicht vielmehr die allgemeine
Methode der Analogie angewandt, die darin besteht, die Beziehungen, die an
den berechenbaren Zahlen verifiziert werden konnen, auf die unzugénglichen
Zahlen auszudehnen? In der Tat ist die Anwendung dieser Analogie um so
stiarker motiviert, als es keine scharfe Unterscheidung zwischen zugénglichen
und unzugénglichen Zahlen gibt.

Man konnte hier den Begriff eines ,,ausfithrbaren Prozesses* bilden und
die rekursiven Definitionen so verstehen, dafl ihre Anwendung auf ausfithrbare
Rechenoperationen beschrénkt ist. Um Widerspriiche zu vermeiden, miifite
man sich allerdings davor hiiten, das Prinzip des ausgeschlossenen Dritten
auf den Begriff ausfiihrbar® anzuwenden; | aber eine solche Beschréankung
versteht sich fiir den Intuitionismus ja von selbst.

Ich hoffe, ich werde richtig verstanden: Ich bin weit davon entfernt, zu
empfehlen, daff man die Arithmetik mit der genannten Einschrinkung be-
treiben solle. Ich mochte nur zeigen, dafl der Intuitionismus sich auf Behaup-
tungen stiitzt, die zweifelhaft sind und von denen man sich im Prinzip 16sen
koénnte; die dadurch resultierende Theorie wire freilich ziemlich diirftig.

Es steht also nicht vollig auler Zweifel, dafl der Bereich der vollen Evidenz
sich auf den ganzen Intuitionismus erstreckt. Andererseits bejahen mehrere
Mathematiker die volle Evidenz der intuitionistischen Arithmetik und be-
haupten ebenso die Evidenz der Vorstellung der Zahlenreihe in folgendem
Sinne: Um die Existenz einer Zahl zu beweisen, ist es nicht nétig, fiir diese
Zahl direkt oder durch Rekursion eine obere Schranke aufzuweisen. Ubrigens
haben wir ja eben gesehen, wie weit die Angabe einer solchen Schranke im
allgemeinen von einer wirklich konkreten Vorfiihrung entfernt ist.

Kurz gesagt, der Gesichtspunkt der anschaulichen Evidenz liefert keine
eindeutige Entscheidung zugunsten des Intuitionismus.

AuBerdem mufl man beachten, dafl die Evidenzen, auf die sich der In-
tuitionismus in seinen Uberlegungen stiitzt, nicht alle den Charakter der
Unmittelbarkeit besitzen; es treten auch abstrakte Betrachtungen hinzu. In
der Tat verwendet man beim Intuitionismus héufig Formulierungen, die eine
allgemeine Hypothese der Form enhalten: , Wenn jede Zahl n die Eigenschaft
A(n) besitzt, dann hat man B.“ Eine solche Formulierung wird im Sinne des
Intuitionismus folgendermaflen interpretiert: , Wenn erwiesen ist, dafl jede
Zahl n die Eigenschaft A(n) besitzt, dann B.“ Hier liegt ein Bedingungssatz
von abstraktem Charakter vor; da namlich im Intuitionismus die Beweis-
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methoden nicht festgelegt sind, ist die Bedingung, dafl etwas bewiesen sei,
nicht anschaulich bestimmt. Es ist richtig, daff man die genannte Formulie-
rung auch im Sinne eines Partialurteils auffassen kann, d. h. als Angabe einer
Uberlegung, die von der genannten Bedingung zu dem SchluBsatz B fiihrt,
und zwar einer Uberlegung, die man effektiv vorlegt. (Das entspricht ungefihr
der Interpretation, die Kolmogoroff von dem Intuitionismus gibt.) Jedenfalls
muf die SchluBfolgerung von der Annahme der Giiltigkeit bzw. der Erwiesen-
heit eines allgemeinen Satzes ausgehen, einer Annahme, die nicht anschaulich
bestimmt ist. Es ist also eine abstrakte Uberlegung.

In dem hier betrachteten Beispiel ist das abstrakte Element immerhin
noch eingeschrénkt. Der abstrakte Charakter nimmt aber zu, wenn | man
die Hypothesen iibereinanderschichtet, d.h. wenn man Behauptungen wie
die folgenden aufstellt: ,Wenn man aus der Annahme, dal A(n) fiir jede be-
liebige Zahl n gilt, auf B schlieen kann, gibt es auch C6der: ,,wenn aus der
Annahme, dafl die Annahme A auf einen Widerspruch fiithrt, ein Widerspruch
folgt, gilt B* oder in kiirzerer Form: ,wenn die Absurditidt von A absurd ist,
gilt B¢. Man kann in der Ubereinanderschaltung solcher abstrakter Bedin-
gungsséitze noch weiter gehen.

Durch die systematische Anwendung solcher abstrakter Schluflfolgerun-
gen hat Brouwer die Methoden von Kronecker iiberschritten, und es gelang
ihm so, eine allgemeine intuitionistische Logik aufzustellen, die von Heyting
systematisiert wurde.

Betrachtet man diese intuitionistische Logik, in welcher der Begriff der
Folgerung unbeschrinkt angewendet wird, und vergleicht man die Methode,
die hier angewendet wird, mit der gewohnlichen Methode, so bemerkt man,
daf es nicht das wesentliche Charakteristikum des Intuitionismus ist, sich
fiir das mathematische Verfahren ausschliellich auf anschauliche Evidenz zu
stiitzen, sondern vielmehr Bezug zu nehmen auf das denkende und handelnde
Subjekt.

Das ist eine grundsétzliche methodische Haltung. Sie steht im Gegensatz
zu der iiblichen Art, Mathematik zu betreiben, die darin besteht, bei der
Aufstellung von Theorien von dem denkenden Subjekt moglichst zu abstra-
hieren.

Diese Feststellung 143t uns daran zweifeln, ob der Intuitionismus die einzi-
ge Methode der mathematischen Uberlegung ist. Denn selbst wenn wir zuge-
ben, dafl die Tendenz zur Loslésung vom denkenden Subjekt im Platonismus
zu weit getrieben worden ist, miissen wir darum noch nicht glauben, die
Wahrheit liege im anderen Extrem. Indem wir die beiden uns offenstehenden
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Moglichkeiten betrachten, werden wir vielmehr suchen, durch ihre Ausnut-
zung eine Anpassung der Methode an den Charakter des Gegenstands der
jeweilig behandelten Disziplin zu bewirken.

Fiir die Zahlentheorie zum Beispiel ist es am natiirlichsten, den anschau-
lichen Begriff der Zahl zu verwenden. In der Tat kann man auf diese Art
die Zahlentheorie begriinden, ohne ein Axiom der vollstandigen Induktion
oder ein Unendlichkeitsaxiom einzufiithren, wie man es einerseits bei Peano,
andererseits bei Russell findet.

Will man den anschaulichen Zahlenbegriff vermeiden, so wird man veran-
laB3t, einen Begriff hoherer Allgemeinheit einzufiithren, wie den Allgemeinbe-
griff einer Behauptung, einer Funktion oder einer beliebigen Zuordnung; diese
Begriffe sind jedoch ohne weiteres nicht | scharf abgegrenzt. Sie lassen sich
freilich axiomatisch prézisieren, wie das in der axiomatischen Mengenlehre
geschieht, aber dann wird das Axiomensystem sehr kompliziert.

Sie wissen, dafl Frege versucht hat, die Arithmetik aus der reinen Lo-
gik abzuleiten, indem er diese als die allgemeine Theorie der Gesamtheit
der mathematischen Gegenstinde ansah. Obwohl dieser Unternehmung, die
einem absoluten Platonismus entspricht, durch den Widerspruch von Russell-
Zermelo die Grundlage entzogen wurde, hat die logische Schule doch nicht
den Gedanken aufgegeben, die Arithmetik in ein System der Logik einzu-
ordnen. Anstelle eines absoluten Platonismus hat man dabei axiomatische
Voraussetzungen eingefiihrt. Hierdurch verliert nun allerdings das so gewon-
nene System den rein logischen Charakter.

Im System der Principia Mathematica sind es nicht nur die Axiome des
Unendlichen und der Reduzierbarkeit, die iiber die reine Logik hinausgehen,
sondern bereits die Grundannahme eines universellen Bereiches der Indivi-
duen und eines Bereiches der Grundpréadikate hat nicht rein logischen Cha-
rakter. Dafl uns eine Dingwelt zur Verfiigung stehe, die gleichsam fiir die
theoretische Behandlung préapariert ist, in der die Gegenstéandlichkeiten in
Subjekte und Prédikate getrennt sind, dies ist in der Tat eine Annahme ad
hoc.

Aber selbst mit solchen zusétzlichen Annahmen gelingt es nicht, die Arith-
metik dem System der Logik ganz einzuverleiben. Da dieses System sich nach
festen Regeln formal aufbaut, miiffite man jedes Theorem der Arithmetik mit
Hilfe einer bestimmten Reihe von Anwendungen der Regeln, ausgehend von
gewissen der Grundaussagen des Systems, gewinnen koénnen. Das ist nun
aber nicht der Fall: Namlich, wie Kurt Godel bewiesen hat, iiberschreitet
die Arithmetik jeden gegebenen Formalismus. (Die gleiche Feststellung gilt
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iibrigens fiir die axiomatische Mengenlehre.)

Das Vorhaben, die Arithmetik aus der Logik abzuleiten, ist aus der tra-
ditionellen Ansicht hervorgegangen, die Logik stehe zur Arithmetik in der
Beziehung des Allgemeinen zum Besonderen. Tatséchlich aber ist die mathe-
matische Abstraktion, wie mir scheint, nicht von geringerem Grade, vielmehr
nur anders gerichtet als die logische Abstraktion.

Alle diese Erwégungen vermindern jedoch keineswegs den Wert der Un-
tersuchungen der Logiker, welche auf die systematische Entwicklung der Lo-
gik und auf die Formalisierung der mathematischen Beweise gerichtet sind.
Hier sollte nur die These verfochten werden, dafl fiir die Zahlentheorie die
anschauliche Methode der Begriindung die angemessenste ist. |

Im Gegensatz dazu erscheint in der Theorie des Kontinuums — also im
Gebiete der Analysis — die intuitionistische Methode als ziemlich kiinstlich.
Die Idee des Kontinuums ist eine geometrische Idee, welche durch die Analysis
in arithmetischer Sprache ausgedriickt wird.

Ist die Methode der intuitionistischen Darstellung des Kontinuums der
Idee des Kontinuums besser angepafit als die iibliche Methode?

Hermann Weyl will uns dieses glauben machen. Er wirft der iiblichen
Analysis vor, das Kontinuum in einzelne Punkte zu zerhacken. Aber trifft
dieser Vorwurf nicht eher den Halbplatonismus, der das Kontinuum als eine
Menge von arithmetischen Gesetzen betrachtet, als die gebréduchliche Metho-
de? In der Tat besteht doch fiir die gebrduchliche Methode eine durchaus
befriedigende Analogie zwischen der Art, wie sich ein fester Punkt aus dem
Kontinuum 16st, und der Art, wie eine durch ein arithmetisches Gesetz de-
finierte reelle Zahl sich aus der Gesamtheit der reellen Zahlen 16st, in der
die einzelnen Elemente im allgemeinen nur implizite auftreten zufolge des
quasi-kombinatorischen Begriffes einer Zahlenfolge.

Diese Analogie scheint mir der Natur des Kontinuums angemessener zu
sein, als diejenige, die der Intuitionismus zwischen dem fliefenden Charak-
ter des Kontinuums und den Ungewiflheiten der ungelosten arithmetischen
Probleme aufstellt.

Es ist wahr, dal in der gebrduchlichen Analysis der Begriff einer steti-
gen Funktion und auch derjenige einer differenzierbaren Funktion eine All-
gemeinheit besitzt, welche bei weitem unsere anschauliche Vorstellung von
einer Kurve iibersteigt. Trotzdem gelingt es in dieser Analysis, den Satz vom
Maximum einer stetigen Funktion und das Rolle’sche Theorem zu beweisen;
auf diese Weise kommt man der anschaulichen Vorstellung néher.

Die intuitionistische Methode dagegen geht zwar von einem viel einge-
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schriankteren Begriff der Funktion aus, gelangt aber nicht zu so einfachen
Theoremen wie die eben erwéhnten, vielmehr mufl sie diese durch kompli-
ziertere Theoreme ersetzen. Das riihrt davon her, daf§ die intuitionistische
Vorstellung nicht jenen Charakter der Geschlossenheit besitzt, der zweifel-
los zur geometrischen Vorstellung des Kontinuums gehort. Und es ist auch
dieser Charakter, der einer vollkommenen Arithmetisierung des Kontinuums
entgegensteht.

Durch diese Uberlegungen werden wir darauf aufmerksam, da der Dua-
lismus von Arithmetik und Geometrie in Beziehung steht mit dem Gegensatz
von Intuitionismus und Platonismus. Die Arithmetik wird beherrscht durch
den Zahlbegriff. Dieser ist urspriinglich anschaulich; es tritt dann aber die
platonistische Vorstellung von der Gesamtheit | der natiirlichen Zahlen hin-
zu. In der Geometrie dagegen ist die platonistische Vorstellung des Raumes
die beherrschende. Ausgehend von dieser aber finden dann Konstruktionen
von Figuren als Prozesse im intuitionistischen Sinne statt.

So zeigt es sich, dal die beiden Tendenzen, die intuitionistische und die
platonistische, ihre natiirliche Rolle haben; sie ergédnzen sich und man muf
sich Gewalt antun, will man auf eine von beiden verzichten.

Aber der Dualismus dieser beiden Tendenzen, ebenso wie der von Arith-
metik und Geometrie, hat nicht den Charakter einer vollen Symmetrie. Wie
wir bereits bemerkt haben, ist es nicht angéngig, Arithmetik und Geometrie
ganz auf gleiche Stufe zu stellen: Der Zahlbegriff ist fiir unsern Geist unmit-
telbarer als die Vorstellung des Raumes. Desgleichen mufl man anerkennen,
dal die Annahmen des Platonismus einen Charakter von Transzendenz ha-
ben, der sich nicht im Intuitionismus findet.

Dieser Charakter von Transzendenz macht eine gewisse Vorsicht hinsicht-
lich jeder platonistischen Annahme erforderlich. Denn selbst wenn eine solche
Annahme keineswegs willkiirlich ist und sich mit Natiirlichkeit einstellt, so
kann es dennoch sein, daf§ die Vorstellungsweise, aus der sie hervorgeht, nur
eine beschriinkte Anwendung erlaubt, bei deren Uberschreitung man in einen
Widerspruch geraten wiirde.

Auf diese Moglichkeit miissen wir um so mehr acht haben, als wir durch
das Streben nach Einfachheit angewiesen sind, unseren methodischen Prinzi-
pien einen moglichst groflen Anwendungsbereich zu geben. Und die Notwen-
digkeit einer Einschréinkung wird oft nicht bemerkt.

So war es der Fall, wie wir gesehen haben, bei der Vorstellung der To-
talitédt, die vom absoluten Platonismus zu weit erstreckt worden ist. Hierbei
zeigte sich die Notwendigkeit einer Einschriankung durch die Entdeckung des
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Widerspruchs von Russell-Zermelo.

Es ist daher wiinschenswert, eine Methode zu finden, die uns garantiert,
daf} die platonistischen Annahmen, die den mathematischen Theorien zu-
grunde liegen, nicht die erlaubten Grenzen iiberschreiten. Die Annahmen,
um die es sich dabei handelt, kommen hinaus auf Vorstellungen von Gesamt-
heiten und auf das Prinzip der Analogie oder der Permanenz der Gesetze.
Und die Bedingung, welche die Anwendung dieser Leitgedanken einschrénkt,
ist keine andere als die der Widerspruchsfreiheit der Folgerungen, die sich
aus jenen zugrundegelegten Annahmen ergeben.

Wie Sie wissen, geht Hilbert darauf aus, uns eine solche Garantie der
Widerspruchsfreiheit zu geben, und seine Beweistheorie zielt darauf ab. |

Diese Theorie stiitzt sich teilweise auf die Ergebnisse der Logiker. Wie die-
se gezeigt haben, lassen sich die Beweise, die in der Arithmetik, in der Ana-
lysis und in der Mengenlehre gefiihrt werden, formalisieren, d. h. sie kénnen
mit Hilfe logischer Symbole durch rechnerische Verfahren ausgedriickt wer-
den, die sich nach festen Regeln vollziehen. Den Ausgangsséitzen entsprechen
dabei Ausgangsformeln und einer logischen Folgerung entspricht die Ablei-
tung einer Formel aus einer oder mehreren Formeln geméf einer bestimmten
Regel. Bei dieser Formalisierung wird eine platonistische Annahme darge-
stellt durch eine Ausgangsformel oder durch eine Regel des Ubergangs von
erhaltenen Formeln zu weiteren Formeln. Auf diese Weise wird die Untersu-
chung nach Beweismoglichkeiten zuriickgefithrt auf Probleme, wie man sie
in der elementaren Zahlentheorie antrifft. Insbesondere erhélt man einen Be-
weis der Widerspruchsfreiheit einer Theorie, wenn es gelingt, zu zeigen, dafl es
unmoglich ist, zwei kontradiktorische Formeln A und A (die Uberstreichung
stellt die Negation dar) abzuleiten. Diese Unméglichkeitsbehauptung, um de-
ren Beweis es sich handelt, hat die gleiche Struktur wie z. B. die Behauptung,
daB es unmoglich ist, die Gleichung a? = 2b* durch zwei ganze Zahlen a und
b zu erfiillen.

Somit wird durch die symbolische Reduktion die Frage der Widerspruchs-
freiheit einer Theorie auf eine Frage von elementar-arithmetischem Charakter
zuriickgefiihrt.

Ausgehend von diesem Grundgedanken hat Hilbert ein detailliertes Pro-
gramm einer Beweistheorie entworfen und zugleich auch die Leitgedanken
fiir die Durchfithrung angegeben. Seine Absicht war dabei, sich an anschauli-
che kombinatorische Uberlegungen zu halten; auf diese wollte er sich gemé&f
seinem ,,finiten Standpunkt”beschranken.

In diesem Rahmen des Finiten wurde die Theorie bis zu einem gewissen
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Punkt entwickelt. Dazu haben mehrere Mathematiker beigetragen: Acker-
mann, von Neumann, Skolem, Herbrand, Godel, Gentzen.

Diese Untersuchungen sind indessen nicht iiber einen verhéltnisméfig be-
schrankten Bereich hinausgekommen. Man gelangte in der Tat nicht einmal
dazu, die Widerspruchsfreiheit der axiomatischen Zahlentheorie zu beweisen.
Andererseits weifl man, daf§ die Formalisierung dieser Theorie sich vollziehen
1aBt, indem man zu dem gewohnlichen Logikkalkiil die formalisierten Axio-
me von Peano sowie die rekursiven Definitionen der Summe a + b und des
Produktes a.b hinzufiigt.

Diese Situation wurde gekléart durch ein allgemeines Theorem von Godel,
geméafy welchem ein Beweis der Widerspruchsfreiheit einer formalisierten Theo-

A77 rie nicht dargestellt werden kann mit Hilfe dieses | Formalismus selbst. Aus
diesem Theorem erhélt man folgendes speziellere Ergebnis: Es ist unmoglich,
mit elementaren kombinatorischen Methoden die Widerspruchsfreiheit einer
solchen formalisierten Theorie zu beweisen, im Rahmen deren man jeden Be-
weis eines arithmetischen Satzes darstellen kann, der mit den elementaren
kombinatorischen Methoden gefiihrt ist.

Nun 148t sich dieser Satz, wie es scheint, auf den Formalismus der axio-
matischen Zahlentheorie anwenden. Wenigstens haben uns alle bisher un-
ternommenen Versuche kein einziges Beispiel eines elementaren kombinato-
rischen Beweises geliefert, den man nicht in diesem Formalismus darstellen
konnte, und die Methoden, durch welche es in den betrachteten Féllen ge-
lingt, einen Beweis in den genannten Formalismus zu iibersetzen, scheinen
generell hierfiir zu geniigen. Indem wir uns auf diesen Anschein stiitzen,’
gelangen wir zu der Folgerung, dafl ein stdrkeres Mittel als die elementa-
ren Kombinations-Methoden notwendig ist, um die Widerspruchsfreiheit der
axiomatischen Zahlentheorie zu beweisen.

Eine Entdeckung von Godel und Gentzen fithrt uns zu einer solchen
stiarkeren Methode. Sie haben unabhéngig voneinander gezeigt, dal die Wi-
derspruchsfreiheit der intuitionistischen Arithmetik die Widerspruchsfreiheit
der axiomatischen Zahlentheorie nach sich zieht. Zu diesem Ergebnis ge-
langten sie mit Hilfe der Formalisierung der intuitionistischen Logik und

"Wenn man sich anschickt zu zeigen, dal es moglich ist, jeden elementaren kombi-
natorischen Beweis eines arithmetischen Satzes in den Formalismus der axiomatischen
Zahlentheorie zu iibersetzen, sieht man sich der Schwierigkeit gegeniiber, den Bereich der
elementaren kombinatorischen Methoden genau abzugrenzen.

16



AT8

Arithmetik, wie sie von Heyting durchgefithrt wurde. Die Uberlegung ist
verhéltnismafBig einfach und erfordert nur elementare Methoden. Um aus
dem genannten Ergebnis den Schlufl zu ziehen, dafl die axiomatische Zahlen-
theorie widerspruchsfrei ist, gentigt es, sich auf die Widerspruchsfreiheit der
intuitionistischen Arithmetik zu stiitzen.

Dieser Beweis der Widerspruchsfreiheit der axiomatischen Zahlentheo-
rie zeigt uns unter anderem, dafl der Intuitionismus durch seine abstrak-
ten Folgerungsweisen die elementaren kombinatorischen Methoden wesent-
lich iiberschreitet.

Es stellt sich nun die Frage, ob die verstiarkte Methodik der Beweistheorie,
die sich durch die Zulassung der abstrakten Folgerungsweisen des Intuitionis-
mus ergibt, uns in den Stand setzt, die Wider- | spruchsfreiheit der Analysis
zu beweisen. Die Beantwortung dieser Frage wiirde sehr wichtig und sogar
entscheidend sein im Hinblick auf die Beweistheorie wie auch, so scheint es
mir, in Hinsicht auf die Rolle, die dem Intuitionismus zuzuschreiben ist.

Die Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mathematik sind in vollem
Gange. Mehrere grundsétzliche Fragen bleiben offen, und wir wissen nicht,
was uns in diesem Bereich noch zu entdecken beschieden ist. Jedenfalls er-
wecken diese Untersuchungen in ihren wechselnden Aspekten unsere Neugier
— ein Gefiihl, das nur in geringerem Mafle von den klassischen Bereichen der
Mathematik hervorgebracht wird, die bereits eine gréfiere Vollkommenheit
erreicht haben.
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